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1 Probabilidad: Nociones Bésicas

1. Probabilidad: Nociones Basicas

Para emprender el estudio de la estadistica y su alcance a la hora de analizar un
conjunto de datos es necesario tener a mano las nociones bésicas de probabilidad. La
probabilidad y la estadistica son dos disciplinas intimamente conectadas. Inicialmente el
tnico punto de unién que se puede establecer es que ambas disciplinas tienen en comin
el estudio de los fenémenos aleatorios. La teoria de probabilidades tiene como proble-
ma general describir mediante un modelo matemadtico cada tipo de fenémeno aleatorio,
mientras que la inferencia estadistica tiene planteado el problema inverso, es decir, a
partir del conocimiento de una parte del fenémeno pretende establecer sus propieda-
des, para lo cual forzosamente debe utilizar algiin modelo probabilistico que describa
el fenémeno. Es ésta dependencia de la estadistica con la teoria de probabilidad lo que
justifica profundizar el estudio de esta ultima.

1.1. Fendmenos y modelos

Un fenémeno natural es toda manifestacién natural que puede ser percibida mediante
los sentidos o instrumentos. Los fenémenos naturales se pueden clasificar en deterministi-
cos y aleatorios. Los deterministicos se pueden definir como toda manifestacién natual
que observada repetidamente bajo las mismas condiciones, produce siempre resultados
idénticos. Por ejemplo, el tiempo que tarda un objeto en llegar al suelo invariablemente
sera el mismo, si las condiciones son iguales en cada repeticién de la experiencia. Los
aleatorios, en cambio, son todo proceso que al observarlo repetidamente bajo el mismo
conjunto de condiciones, producen resultados diferentes. Tirar un dado es un ejemplo
de este fendémeno, ya que aunque se conozcan todos los resultados posibles, no se puede
predecir con completa certeza uno en particular.

Una manera de estudiar estos fenémenos es mediante la construccion de modelos ma-
tematicos, los cuales intentan (simplificando u omitiendo algunos detalles) representar,
mediante expresiones cuantitativas, las caracteristicas, propiedades y/o funcionamiento
de los procesos naturales. De acuerdo con los fendmenos ya mencionados los modelos
existentes pueden ser deterministicos o aleatorios.

1.1.1. Modelos deterministicos

Estos modelos establecen que las condiciones en las cuales se realiza un experimento
determinan la ocurrencia de un resultado particular. Por ej., si observamos el desplaza-
miento de un movil cierta distancia (d), podemos utilizar como modelo matemético para
describir la velocidad media desarrollada (v) la ecuacién v = d/t (con t el tiempo trans-
currido). Este es un modelo deterministico, porque cada vez que se repita la experiencia
y se obtengan los mismos valores d y t, se producird el mismo valor de v. Obviamente,
este es un modelo simplificado en el que muchos factores no han sido tenidos en cuenta
(temperatura del aire, presién atmosférica, etc.), sin embargo, las pequenas desviaciones
que se podrian llegar a obtener no invalidan el modelo.
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1.1.2. Modelos aleatorios

En estos modelos las condiciones de un experimento no determinan un resultado par-
ticular, sino su probabilidad de ocurrencia dentro de un conjunto de resultados posibles.
Es decir, que estos modelos son férmulas que permiten obtener la distribucién de pro-
babilidad de los resultados posibles del experimento. Por ej., cudntas veces saldra el
numero 6 al lanzar un dado 5 veces? En éste caso se debe utilizar un modelo pro-
babilistico, que permite conocer cual es la probabilidad de obtener cualquiera de los
resultados posibles. El modelo que buscamos es el siguiente: p(x) = CIp*q" " con x el
num. de veces o ensayos donde ocurre el resultado esperado, n el num. total de ensayos,
p la probabilidad de éxito, ¢ = (1 — p) la probabilidad de fracaso y CI = n!/z!(n — x)!.
Por €j., la probabilidad de obtener 3 veces el num. 6 en 5 lanzamientos de un dado es
p(3) = C3(1/6)3(5/6)% = 0,0312.

1.2. Conceptos utiles

A continuacién detallaremos ciertos conceptos y nomenclaturas que nos serdn utiles
cada vez que enfrentemos un problema probabilistico.

1.2.1. Experimento aleatorio

Un experimento, desde el punto de vista estadistico, esta constituido por uno o mas
ensayos, término que identifica cualquier acto repetible que produce un resultado tnico
cada vez que se ejecuta. Cualquier experimento que puede tener més de un resultado se
califica como aleatorio y es posible encontrar un modelo que permita determinar la pro-
babilidad de ocurrencia de cada resultado. Las caracteristicas comunes de experimento
aleatorio son:

= Pueden repetirse indefinidamente manteniendo las condiciones en las que se realiza

= Previo a cualquier ensayo no es posible predecir un resultado particular

= Previo al experimento es posible predecir el conjunto de posibles resultados

= La frecuencia de aparicién de los diferentes resultados tiende a regularizarse al
aumentar el nimero de repeticiones.

Ejemplos de experimentos aleatorios: lanzar una o mas monedas, tirar un dado, deter-
minar el nimero de individuos en varias unidades de muestreo, etc.

1.2.2. Espacio muestral

Asociado a cualquier experimento aleatorio (E) existe un espacio muestral (S) que se
define como el conjunto de todos los posibles resultados de E.
Ejemplo: Si el experimento fuese determinar el niimero de hijas mujeres en familias con 4
hijos, se puede identificar el resultado de cada ensayo con las letras V=varén y M=mujer.
El espacio muestral estaria integrado por todas las posibles formas de ocurrencia del
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experimento:

VVVV
VVVM, VVMV, VMVV, MVVV
S={ VVMM; VMVM, VMMV, MVMV, MMVV, MVVM
VMMM, MVMM, MMVM, MMMV
MMMM

Si las posibles ocurrencias son numerosas se pueden representar los resultados con un
ntumero. En nuestro ejemplo, si cada resultado es el niimero de mujeres entonces ten-
dremos que VVVV le corresponde el 0, a la segunda linea le correspondera el 1 y
asi sucesivamente de modo que el espacio muestral se puede representar como

5 =1{0,1,2,3,4}

Cuando se describe el espacio muestral de esta manera se dice que se lo ha hecho por
extension o descripcion. Otra manera de hacerlo es por comprensién como

S={zeN/0<z<4}

De acuerdo a la naturaleza de la variable que se esté utilizando los espacios muestrales
pueden ser discretos o continuos. Es discreto si estd formado por elementos numerables,
es decir que son consecuencia de contar los resultados individuales de un experimento. A
su vez el nimero de elementos contables puede ser finito o infinito. Ejemplo de espacio
discreto y finito es el que usamos con anterioriodad, es decir, el nimero de mujeres en
familias de 4 hijos, mientras que si el experimento es el niimero de veces que hay que
lanzar una moneda hasta obtener cara por primera vez, entonces se genera un espacio
discreto e infinito. Por otro lado, el espacio muestral es continuo si esta formado por
elementos no numerables. Entonces, por naturaleza, todo espacio continuo es infinito.
Ejemplos de este tipo de espacio resultan con las variables de un proceso de medicién
(tiempo, altura, peso, densidad, temperatura, etc.)

1.2.3. Evento o Suceso

Cualquier conjunto de resultados dentro de un espacio muestral se denomina evento
o suceso. En la terminologia de conjuntos se puede decir que un evento (A) es un sub-
conjunto del espacio muestral (). El evento integrado por todos los resultados es igual
al espacio muestral. A continuacién especificamos terminologia:

» Fvento elemental: es cada resultado que conforma un espacio muestral

= Fvento complemento: Dado un evento A en el espacio muestral S, el evento com-
plemento de A (A), esta constituido por todos los elementos que pertenecen a Sy
que no estéan en A.

» Fvento vacio: es el evento que no tiene elementos y que por lo tanto no puede

ocurrir (0).
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Con los eventos de un mismo espacio muestral se pueden rea-
lizar operacines que resultan en la formacién de nuevos eventos,
los cuales siguen siendo subconjuntos del espacio muestral. Exis-
ten dos operaciones bésicas: la union y la interseccién de eventos,
que en cierto modo son paralelas a las operaciones de suma y
multiplicacion respectivamente. La union de dos eventos A y B, (a) AUB
se representa A|J B, y da como resultado otro evento, el cual
estd formado por todos los elementos que pertenecen al evento
A, al evento B o a ambos a la vez (fig. (a)). Cuando la unién
de dos eventos equivale a todo el espacio muestral, se dice que
los dos eventos son mutuamente exhaustivos. La interseccion de
dos eventos A y B se representa A() B, y da como resultado otro (b) ANB
evento, el cual estd formado por los elementos que pertenecen
a ambos eventos a la vez (fig. (b)). Cuando la interseccién de
dos eventos es vacia, se dice que los dos eventos son mutuamente
excluyentes. Por ultimo, los elementos de un evento A que no se
encuentran en el evento B, forman otro evento llamado diferencia
de A y B, representado por A — B (fig. (c)). (c) A-B

1.3. La Probabilidad

La teoria del azar consiste en reducir todos los acontecimientos del mismo tipo a un cierto
numero de casos igualmente posibles, es decir, tales que estemos igual de indecisos respecto a su
existencia, y en determinar el numero de casos favorables al acontecimiento cuya probabilidad
se busca. La proporcion entre este numero y el de todos los casos posibles es la medida de esta
probabilidad, que mo es, pues, mds que una fraccion cuyo numerador es el numero de casos
favorables y cuyo denominador el de todos los posibles.

Pierré Simon Laplace (1749-1827)

Ha llegado el momento de establecer que entendemos como probabilidad. La nocién de
probabilidad es algo con lo que convivimos diariamente haciendo conjeturas acerca de que
esperamos que pase y consecuentemente, tomando decisiones. Por lo que nuestra primera
definicién de probabilidad seria ¢ualquier probabilidad establecida es una afirmacion que
indica cudn posible se cree que es que un evento ocurra”. Pero, mas alla de establecer
una definicién intuitiva necesitamos convertir la intuicion al lenguaje matemético. Por
lo tanto empezaremos reescribiendo la definicién y diremos que ”la probabilidad es un
valor numérico que cuantifica la posibilidad o factibilidad de ocurrencia de un resultado
determinado dentro de un conjunto de resultados posibles”. A un resultado imposible de
ocurrir se le asigna una probabilidad de 0, si por el contrario es segura su ocurrencia, se
le asigna una probabilidad de 1. A las probabilidades intermedias se les asocian valores
entre 0 y 1.
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Hay dos enfoques diferentes sobre cémo asignar la probabilidad a un evento: la asig-
nacién objetiva o frecuentista y la asignacion subjetiva o bayesiana.

= Asignacion Objetiva: Se basa en el conocimiento factico del espacio muestral y de
la frecuencia relativa de ocurrencia de sus eventos elementales. El conocimiento de
estas dos caracteristicas puede ser de dos maneras:

e Probabilidad a priori: Este enfoque supone que la probabilidad de ocurrencia
de un resultado particular se conoce antes de producirse el mismo. Para esto
esto es necesario asumir que todos los resultados elementeales son igualmente
probables y excluyentes.

Si el espacio muestral S tiene n elementos e; equiprobables, es decir con
probabilidad 1/n, y ademds se define un suceso A formado por r eventos
elementos, la probabilidad de ocurrencia de A seréd :

P(A) =) Ple;) =Y 1/n=r/n
=1

i=1

es decir, en esta concepcién (usualmente llamada clésica), la probabilidad de
un evento es igual al nimero de resultados en que el evento ocurre dividido
por el nimero de resultados posibles. A modo de ayuda, tambien puede ser
util pensar la probabilidad de un conjunto como el tamano relativo del mismo
con respecto al evento seguro.

Ejemplo: Si de un mazo de cartas de poker se extrae aleatoriamente una
carta, se quiere saber la probabilidad con la cual pueden ocurrir los siguientes
eventos: a) sale un As, b) sale una espada negra o c) sale una J o una Q. El
espacio muestral estd formado por 52 eventos elementales equiprobables:

17 27 37 47 57 6’ 7’ 8’ 97 107 J? Q? K (<> TO]O)
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K (V rojo)
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, J,Q, K (& negro)
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K (# negra)

S =

Entonces: a) A={ 10,10, 1&, 1 &} — P(A)=4/52=0.077
b) B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (# negra) } — P(B)=13/52=0.25
)C={J ¢, JO, J&. T4, Q0,Q0, Q& Qa} — P(C)=8/52=0.154

e Probabilidad a posteriori: Cuando no se tiene un experimento con un nimero
finito de resultados equiprobables el concepto anterior no sirve, por lo que se
requiere una definicién mas general de probabilidad. La concepcién de proba-
bilidad a posteriori surgié de la comprobacién empirica. Es una observacién
comun que en los experimentos aleatorios repetidos muchas veces la frecuen-
cia relativa con la cual se produce un resultado se estabiliza alrededor de un
cierto valor. Por lo tanto, si un experimento aleatorio se repite indefinidamen-
te, la frecuencia relativa (fr) con las cuales aparecen los resultados se pueden
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hacer equivalentes a su probabilidad de ocurrencia, ya que

lim fr(A) = P(A)

n—oo
Esta forma de proceder permite acercarnos al verdadero valor de la proba-
bilidad de un evento, pero obviamente, en términos practicos, este valor es
imposible de obtener. Aun asi, se puede asumir que es una buena aproxima-
cién, que mejorard mientras méas repeticiones del experimento existan.
Ejemplo: Se quiere conocer la probabilidad de obtener cara al lanzar una mo-
neda cargada. El espacio muestral estd dado por las dos posibilidades cara
o seca, S = {c, s}, pero no es equiprobable. Para poder conocer la probabi-
lidad de ocurrencia de los eventos, es necesario lanzar la moneda una gran
cantidad de veces, anotar el resultado y calcular la frecuencia relativa. Si se
lanzé 200 veces la moneda, de las cuales el evento cara ocurrio 75 veces, en-
tonces fr(c) = 75/200 = 0,375 y fr(s) = 125/200 = 0,625. Por lo tanto,
estas frecuencias se asignan como probabilidades de ocurrencia de los eventos
considerados.

= Asignacion Subjetiva: Muchos fenémenos puede que nunca hayan ocurrido o que se
hayan producido muy pocas veces. Por ejemplo, una carrera de caballos es un hecho
Unico, que nunca puede repetirse bajo las mismas condiciones o el descubrimiento
de una droga nueva para curar una enfermedad. En estos casos, la asignacién de
la probabilidad no puede estar basada ni en el conocimiento previo del espacio
muestral, ni en la frecuencia de ocurrencia de los hechos, de modo que el enfoque
objetivo es obsoleto. Por lo tanto, aqui es cuando entra en accién el método de
asignacion subjetiva. De acuerdo a esta vision, el valor de probabilidad es asignado
por una persona de acuerdo al grado de confianza que ella tenga en la ocurrencia
del hecho. Bajo este punto de vista, diferentes individuos disponiendo de la misma
informacién pueden tener distintos grados de confianza acerca de la ocurrencia de
un evento (un ejemplo de esto son las apuestas deportivas). Adn cuando parezca
que este método de asignacion esta fuera del ambito cientifico, no hay otra cosa
més alejada de la realidad, ya que actualmente el enfoque subjetivo tiene gran utili-
dad en la Teoria Bayesiana de la desicién, area de la estadistica en pleno desarrollo.

1.3.1. Axiomas
Los axiomas o postulados que debe cumplir la probabilidad son los siguientes:

= De positividad: la probabilidad de un evento nunca es un niimero negativo, es cero
(evento imposible de ocurrir) o un real positivo. Este axioma puede denotarse
como: P(A) > 0.

» De certidumbre: la probabilidad de todo el espacio muestral es uno, P(S) = 1, es
decir, la probabilidad de todo evento con un certidumbre total de ocurrencia es
uno. Estos dos axiomas en conjunto establecen que 0 < P(A4) < 1.

10
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= De la adicion: la probabilidad de un evento A es igual a la suma de las probabili-
dades de los eventos elementales que lo conforman.

Ejemplo: En familias de 4 hijos, cudl es la probabilidad de encontrar una que tenga
menos de 3 hijos varones 7 Del espacio muestral que ya habiamos especificado en la
pagina 7, sabemos que posee 16 elementos equiprobables y que el evento que buscamos
posee 11 elementos:

VVMM; VMVM, VMMV, MVMV, MMVV, MVVM
A={ VMMM, MVMM, MMVM, MMMV
MMMM

por lo que la probabilidad del evento A sera igual a la suma de las probabilidades de los
11 elementos, P(A) = 11/16 = 0,6875

1.3.2. Reglas para el calculo

A partir de los axiomas anteriores se pueden deducir algunas reglas béasicas para
calcular las probabilidades de diferentes tipos de eventos:

s Del conjunto vacio: Si ) es el conjunto vacio, entonces P()) = 0, es decir representa
un evento que no puede ocurrir.

s De adicion para eventos mutuamente excluyentes: Si A y B son dos eventos mu-
tuamente excluyentes, la probabilidad de ocurrencia de A o de B es la suma de
sus probabilidades separadas, es decir, P(A|J B) = P(A) + P(B).

= De adicion para eventos solapados: Si A 'y B son dos eventos cualesquiera que
pueden ocurrir juntos, significa que algunos de los eventos elementales que los
conforman pertenecen tanto a A como a B, es decir forman parte de la interseccién
de los dos eventos. Por el 3er axioma sabemos que la probabildad de ocurrencia de
la unién de dos eventos es la suma de las probabilidades de los eventos elementales
que los forman. Ahora, si solo se suman las probabilidades de los eventos A y B
para el calculo de la probabilidad de la unién, estaremos contando dos veces las
probabilidades de los eventos elementales que pertenecen a la interseccién, por lo
tanto es necesario sustraer sus probabilidades una vez, es decir,

P(A| JB) = P(4) + P(B) - P(A[\B)
= De la complementacion: Sean A y A dos eventos complementarios en un espacio

muestral S. Ya que los eventos complementarios son mutuamente excluyentes, se
deduce de los axiomas 2do y 3ro que la probabilidad de la union de A con A es

PAJA) =PA)+ P(A)=P(S) =1

por lo tanto, P(A) =1 — P(A).
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1.3.3. Cailculo

1 Probabilidad: Nociones Bésicas

A continuacién se detalla un procedimiento general que puede facilitar el cdlculo de la

probabilidad.

Paso 1: En primer
término se debe definir
correctamente el espa-
cio muestral. En la fi-
gura de la derecha se
muestra un esquema
de los distintos tipos
de espacios muestrales
que puede generar un
experimento aleatorio.
Paso 2: Se asigna un
valor de probabilidad
a cada evento elemen-
tal de modo que cum-
pla que > gp(e;) =
1,0.

Hxperimenico

¥

Fspacio muesiral

Paso 3: Se define el o
los eventos de interés
en funcion de los even-

+ ]
Clontimac Dhscrelo
¥ ¥ : ¥
Tnfinita Finita Infinite
| — ]
+ ! 7
Mo equiprabable Equiprobable o equiprobable
|
¥ * ¥
.
b A)=""Pfe.
. )" RA)=Y.e)
a P(A)=1 Fe4)

tos elementales que los
componen.
Paso 4: Se calcula la

probabilidad del evento o los eventos de nuestro interés de acuerdo a las formulaciones

dadas en la figura.

Ejemplo 1: Cuél es la probabilidad de obtener dos niimeros pares cuando se lanzan dos

dados?

Paso 1: Se tiene un espacio muestral discreto, finito y con 36 resultados equiprobables:

(1,1)(1,2)(1,3
(2,1)(2,2)(2,3
(3,1)(3,2)(3,3
(4,1)(4,2)(4,3
(5,1)(5,2)(5,3
(6,1)(6,2)(6,3

Paso 2: Cada evento elemental tiene la misma probabilidad de ocurrencia, P(e;) = 1/36
de modo que se cumpla que )¢ p(e;) = 1,0.
Paso 3: El evento definidoes: A = {(2,2),(2,4), (2,6), (4,2), (4,4), (4,6), (6,2), (6,4), (6,6)}
Paso 4: La probabilidad de A es el ntimero de veces que ocurre A sobre el total de po-

sibles resultados: P(A) =9/36 = 1/4.
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Ejemplo 2: En el transcurso de una investigacion efectuada para evaluar el efecto de
una droga sobre cierta enfermedad parasitaria, se seleccionaron 200 grupos de cinco ra-
tas, que después de dos dias de haber sido inoculadas con el parasito se les aplicé una
dosis de la droga y al cabo de dos semanas se registré el niimero de animales muertos.
Se quiere conocer cual es la probabi-
lidad de que muera alguna rata si se

repite la experiencia. Num. de ratas | Frecuencia | Probabilidad
Paso 1: El espacio muestral es discre- muertas x fr fr/200
to, finito y con 6 resultados no equi- 0 120 0.60
probables. 1 40 0.20
Paso 2: En éste caso es necesario recu- 2 20 0.10

rrir al concepto de frecuencia relativa 3 10 0.05
(num. de grupos con z ratas muertas), 4 6 0.03
para asignar un valor de probabilidad 5 4 0.02

a cada evento elemental. En la 3era co-

lumna de la tabla pueden verse dichas

probabilidades que cumplen que ) ¢ p(e;) = 1,0

Paso 3: El evento definido es A = {una o mas ratas muertas} = {1,2,3,4,5}

Paso 4: Para calcular la probabilidad del evento A se puede recurrir a la regla de la
complementacién, sabiendo que A = {ninguna rata muerta} = {0}. Entonces tendremos
que P(A) =1—P(A)=1-P(0) =1— 0,60 = 0,40. Observar que la regla de la adicién

arroja el mismo resultado.

1.4. Probabilidad Condicional

En muchas ocasiones la probabilidad de ocurrencia de un evento depende de la ocu-
rrencia o no de otro suceso. Supongamos que de grupo de 100 ratones 80 hembras y 20
machos; se eligen aleatoriamente dos individuos y se verifica su sexo. Cudl es la pro-
babilidad de que el segundo ratén sea hembra? Definamos los eventos A = {ler ratén
hembra} y B = {2do ratén hembra}. Si elegimos aleatoriamente un ejemplar y después
de verificar su sexo se regresa al lote, la probabilidad de obtener una hembra siempre
serd P(A) = P(B) = 80/100 = 0,8. Pero supongamos que se decide que si en la primera
extraccion el ratén es macho debe regresar al lote, entonces la probabilidad del 2do re-
sultado dependerd del lero. Asi, seguird siendo P(A) = 0,8 pero P(B) vendra dada por
las siguientes opciones: a) P(B) = 80/100 si A no ocurrié, es decir si el ler individuo
fue macho; b) P(B) = 79/99 si A ocurrid, es decir si el ler individuo fue hembra.

En otras palabras, para poder calcular la P(B) debemos saber si A ocurrié o
no. Este tipo de probabilidad se llama condicional, se indica P(B/A) y se lee
la probabilidad de B dado que ocurrié A. Lo méas importante de notar es que
se esta calculando la probabilidad de B sobre un nuevo espacio muestral, el
cual es mas reducido.
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Veamos otro ejemplo: En familias de 4 hijos, cudl es la probabilidad de que 2 y solo 2
sean mujeres si se sabe que la familia tiene 2 o méas mujeres?

Recordemos que el espacio muestral para este ejemplo ya fué detallado por extension en
la pagina 7. El evento del cual se quiere conocer la probabilidad es:

A ={2ysolo2mujeres} = {VVMM; VMV M, VMMV, MVMV, MMVV, MVVM}

La probabilidad de A sin ninguna condicién es P(A) = 6/16 = 0,375. Sin embargo como
ya se conoce que la familia seleccionada tiene 2 o més hijas, la informacién es mayor. El
evento que ya ocurrié lo designamos como B y sus 11 resultados que lo integran son:

VVMM; VMVM, VMMV, MVMV, MMVV, MVVM
B={ VMMM, MVMM, MMVM, MMMV
MMMM

De modo que la probabilidad de obtener 2 y sélo 2 mujeres dado que se sabe que hay 2 o
ma&s mujeres, se obtiene dividiendo el nimero de elementos de A entre el nuevo nimero
de resultados posibles, es decir, P(A/B) = 6/11 = 0,545.

Si observamos detenidamente los dos eventos involucrados, nos podremos dar
cuenta que los elementos de A estan incluidos en B, y esto no es otra cosa
que el conjunto A()B. De modo que la probabilidad condicionada se puede
expresar en forma general como:

P(ANB)

P(A/B) = =5

1.5. Eventos Independientes

Se dice que una serie de eventos que ocurren unidos o en secuencia son independientes si
el resultado de uno no afecta al otro. Hay casos en los cuales se puede precisar facilmente
que dos eventos son independientes. Por ejemplo, si le preguntamos a unas cuantas
personas en la calle si sufren de miopia y si comen ravioles a la bolognesa, podriamos
asegurar que los resultados a las preguntas son eventos independientes ya que dichas
acciones no estan relacionadas. Pero si les preguntamos a dichas personas si les gusta el
futbol y si han visto TyC Sports alguna vez, no es posible responder con certeza si los
dos eventos son independientes, porque es muy posible que la frecuencia de personas que
miran partidos de fitbol por dicho canal sea alta. Una manera objetiva de decidir si dos
eventos son independientes es comparar las probabilidades de ocurrencia de uno de los
eventos antes y después que el otro evento ocurra. En términos formales, dos eventos A
y B, se dice que son independientes si se cumple:

P(A/B) = P(A)

es decir, la probabilidad del evento A no cambia cuando haya ocurrido el evento B.
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Observar que dicha relacién también puede expresarse como P(A(\B)/P(B) = P(A)
por lo tanto se deduce que la ocurrencia conjunta de dos eventos independientes es igual
a P(A(B) = P(A)P(B), lo que constituye otra manera de definir la independencia de
dos eventos (siempre que las probabilidades sean mayores que cero).

Ejemplo: En un estudio sobre la calidad del agua de los rios que conforman cierta cuenca
hidrogréfica, se encontré que el 28 % de los rios tienen una altitud superior a los 2500
m; un 20 % tienen temperatura del agua menor a 12°C' y un 10 % tienen ambas carac-
teristicas.

Son independientes los eventos altitud > 2500 m (A) y temperatura < 12°C' (B)?

Los valores de probabilidad se asignan a partir de las frecuencias relativas:

P(A)=028  P(B)=020  P(A[]B)=0,0

La comprobacién de la independencia o dependencia de los eventos A y B, se puede
hacer a partir de la igualdad que establece que la probabilidad de ocurrencia conjunta
de dos eventos independientes es igual al producto de sus probabilidades individuales.
Tenemos entonces que

P(A(B) =0,10 P(A)P(B) = 0,20 x 0,28 = 0,06

Al ser P(A(B) # P(A)P(B) se concluye que los eventos A y B no son independien-
tes. Es decir, el hecho de que un rio tenga una altitud superior a 2500 m aumenta la
probabilidad de que tenga una temperatura menor a 12°C'.

1.6. lTeorema de Bayes

En el ano 1763, dos anos después de la muerte de Thomas Bayes (1702-1761), se
publicé una memoria en la que aparece, por vez primera, la determinacion de la proba-
bilidad de las causas a partir de los efectos que han podido ser observados. El calculo de
dichas probabilidades recibe el nombre de teorema de Bayes. Este teorema proporciona
la probabilidad condicional de un evento A dado otro evento B (probabilidad posterio-
ri), en funcién de la probabilidad condicional del evento B dado A y de la probabilidad
marginal del evento A (probabilidad apriori).

Recordemos que la probabilidad condicional de 2 eventos A y B estd definida como
P(A/B) = P(ANB)/P(B), por lo que P(A/B)P(B) = P(A[)B). Anédlogamente por
simetria también podemos escribir P(B/A)P(A) = P(A[) B). Combinando ambas ecua-

ciones obtenemos lo que se conoce como el teorema de Bayes:

P(B/A)P(A)

P(A/B) = =55

Notar que el denominador P(B) puede ser reescrito de la siguiente manera:

P(B)=PB(A|JA) =P(B(AJB(A) =PB(A) +PB(4)
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usando las formulas para la probabilidad condicional e introduciendo el resultado para
P(B) en la ecuacion del teorema nos queda

P(B/A)P(A)
P(B/A)P(A) + P(B/A)P(A)

P(A/B) =

Observar que el denominador es una sumatoria sobre los eventos A y A que conforman
todo el espacio muestral. Una manera general de escribir el Teorema de Bayes es la
siguiente: Sea A1, Ag, ...,A, un sistema completo de sucesos (es decir que abarca todo el
espacio muestral S), tales que la probabilidad de cada uno de ellos es distinta de cero, y
sea B un suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales P(B/A;).
entonces la probabilidad P(A;/B) viene dada por la expresién:

_ P(B/A)P(4A;)
PUAB) = s BB/ A P(A)

En resumen, este teorema nos permite, si conocemos la probabilidad de que ocurra un
suceso, modificar su valor cuando disponemos de nueva informacion.

Ejemplo: Un ejemplo clésico del uso del teorema de Bayes es el problema de oro y plata.
Hay tres bolsas que tienen, cada una 2 monedas. Las de la primera son de oro, las de la
segunda son de plata y las de la tercera son una de plata y otra de oro. Se escoje una
bolsa al azar y de ella una moneda también al azar. Si la moneda es de oro, cuél es la
probabilidad de que la otra moneda en la bolsa sea de oro también?

Primero, notemos que la segunda bolsa no pudo haber sido elegida (porque no tiene
monedas de oro), sélo pudo haber sido seleccionada la primera o la tercera. Si la bolsa
elegida hubiese sido la tercera, el evento cuya probabilidad nos interesa no se realiza.
De modo que el evento que nos interesa es equivalente a que se haya elegido la primera
bolsa. Una vez establecido lo anterior, apliquemos el teorema de Bayes para calcular:

P(1°) P(Au|1°)

PUIAY) = B0y Pty + P(20) P(Aulz) 1 P(3°) P(Au3)

Las probabilidades que entran al lado derecho de la igualdad las sacamos, inmediata-
mente, de las condiciones del problema y después de hacer cuentas tenemos que

P(1°|Au) = 2/3

Este problema es cldsico porque existe una solucién a la que muchas personas llegan y
es falsa. El argumento es el siguiente. Como todas las bolsas son igualmente posibles, y
el hecho de que la primer moneda extraida sea de oro, nos indica que no se trata de la
segunda bolsa. Concluimos que las dos bolsas restantes tienen igual probabilidad y, por
tanto, la probabilidad de que la otra moneda sea de oro es 1/2. Si Ud. piensa de acuerdo
a este razonamiento (erréneo!), es muy dificil que encuentre en qué se equivoca. Lo que
estd mal es que lo que averiguamos, al saber que la moneda extraida es de oro, es algo
mas que el rechazo de la segunda bolsa. Si s6lo nos dijeran que la bolsa escogida al azar
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no fué la segunda, sin informarnos del metal de la moneda sacada, todavia tendriamos
incertidumbre respecto a la primera moneda; todavia podriamos apostar a si ésta es de
oro o de plata. Al decirnos que la moneda fué de oro, estamos aprendiendo algo més,
y eso echa por tierra el argumento de igual probabilidad para las dos bolsas restantes.
La informacién con la que contamos nos indica que nos hallamos frente a un caso en
el que la bolsa era la primera y sacamos, la primera de las monedas que contenia, o la
segunda, (ya llevamos 2 posibilidades), o bien la bolsa era la tercera y en ese caso tan
solo podria ser que sacaramos en primer lugar la moneda de oro, luego la que queda
dentro es de plata (una unica posibilidad). Tenemos 3 posibles sucesos en los que en 2
de ellos sacarfamos a continuacién una moneda de oro (2/3 de probabilidad), y tan sélo
una de las veces la nueva moneda seria de plata (1/3 de probabilidad). Lo interesante del
problema es que, si nos hubieran dicho que la moneda sacada fué de plata, aplicando la
férmula de Bayes, llegamos a la conclusién de que la probabilidad de que la otra moneda
sea también de plata es 2/3!. Es decir, si vamos a apostar al metal de la otra moneda, nos
conviene apostar por el metal de la primera. Este ejemplo nos lleva a reflexionar sobre
el uso adecuado de la informacién contenida en ”lo dado.®™ el calculo de la probabilidad
condicional.

Otro ejemplo:

En este ejemplo veremos una herra-
mienta util a la hora de estimar las
probabilidades usando el Teorema de
Bayes. Esta herramienta es la cons-
truccion del arbol de probabilidades.
Veamos: En un aula el 70% de los
alumnos son mujeres. De ellas, el 10 %
son fumadoras. De los varones, son fu-
madores el 20 %. En la figura de la de-
recha puede verse la construccién de
dicho arbol con la informacién brin-
dada por el problema. Por lo tanto,
formulemos el evento que nos interesa
resolver: Si se elije a un individuo al
azar y es fumador, que probabilidad
hay de que sea un hombre?

Segun el Teorema de Bayes la proba-
bilidad de que siendo fumador F' sea
hombre H es P(H/F) = ZU7M,
El numerador de esta fraccién se pue-
de calcular siguiendo la linea de flechas
gruesas rojas y multiplicando sus probabilidades, ya que P(H) = 0,3 y P(F/H) = 0,2.
Por dltimo, la probabilidad de ser fumador es P(F') = P(M)P(F/M)+P(H)P(F/H) =
0,7 x 0,1 + 0,3 x 0,2 = 0,13, en consecuencia la respuesta a nuestro problema es
P(H/F) = (0,3 x0,2)/0,13 = 0,46.
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Curiosidad Bayesiana

Aunque probablemente todos razonamos de una forma més parecida a la metodologia
bayesiana que a la frecuentista, resulta dificil traducirlo en términos matematicos y dificil
de evaluar y de transmitir, por lo que para finalizar voy a citar un articulo escrito por
el matematico John Allen Paulos sobre la utilizaciéon de las estadisticas que efectué el
abogado defensor en el famoso juicio del jugador y actor norteamericano O.J. Simpson,
acusado del asesinato de su mujer, donde vemos que la comprensién del concepto de
probabilidad condicional, y al menos una idea intuitiva del teorema de Bayes, es de
utilidad y aplicacién en la vida diaria:

El abogado defensor Alan Dershowitz afirmaba que, puesto que menos del uno por
mil de las mugjeres maltratadas por sus companeros mueren a manos de éstos (cdlculo
frecuentista), los malos tratos producidos en el matrimonio Simpson no tenian que ver
con el caso. Aunque las cifras son correctas, las palabras del serior Dershowitz son de
una incongruencia apabullante; no tienen en cuenta un hecho ineludible: Nicole Simpson
murid de muerte violenta. Dadas ciertas suposiciones fdcticas razonables de homicidio y
malos tratos conyugales, se puede ver facilmente, empleando el teorema de Bayes, que si
un hombre maltrata a su mujer o novia, y ésta muere asesinada después, el vapuleador
es el homicida mds del 80 % de las veces. Asi pues estaba matemdticamente justificado,
a falta de otros indicios, que la policia sospechara inmediatamente del senor Simpson.
No estoy defendiendo en modo alguno la derogacion de los derechos de nuestra cuarta
enmienda; me limito a puntualizar que senalar con el dedo al serior Simpson no era, tal
como estaban las cosas, ilégico, ni fue como sostenia el defensor una muestra de racismo.
Me pregunto, serian frecuentistas o bayesianos los miembros del jurado?
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2. VVariables Aleatorias

La identificaciéon de cada resultado, en algunos experimentos aleatorios, obedece a
un reconocimiento de las propiedades que lo caracterizan. Por ejemplo, la condicién
de ser hembra en un recién nacido es un resultado cuya calificacién depende de una
serie de caracteristicas cualitativas especificas, al igual que con la raza o la salud. En
otros tipos de experimentos aleatorios no basta con calificar los resultados, sino que es
necesario caracterizarlos cuantitativamente. En algunos casos esta cuantificacién resulta
de un proceso de conteo, asi se habla del nimero de hijos, de dientes, de cromosomas,
de electrones, de emisiones radiactivas, etc. En otros casos, al determinar caracteristicas
como el peso, la talla, la temperatura o la concentracién de alguna sustancia en ciertos
objetos o elementos, se asigna a cada resultado un valor dentro de una escala de medicién
especifica. Cada una de esas caracteristicas cuantificables por conteo o por medicién
recibe el nombre genérico de variables aleatorias; son variables porque su valor cambia
de un elemento a otro; y son aleatorias porque su comportamiento es impredecible. Las
variables aleatorias son importantes porque ellas caracterizan los fenémenos o procesos
naturales, por lo que resulta muy valioso comprender en la forma méas completa posible
sus propiedades y comportamiento. Una primera aproximacién a este conocimiento se
logra estableciendo el conjunto de posibles valores que puede asumir la variable y su
respectiva probabilidad de ocurrencia.

2.1. Definicion

Hasta el momento a los resultados de un experimento aleatorio los hemos calificado
como caras de una moneda, lados del dado, colores de ojos, etc. En matemaéticas, es
frecuentemente mas facil manejar nimeros que objetos arbitrarios. Por eso, la idea es
representar los resultados de un experimento random por niimeros que pueden ser asig-
nados mediante funciones especiales. Veamos como funciona.

Supongamos el espacio muestral de lanzar 3 monedas. Los 8 resultados posibles son:

S = {cce, ces, cse, sce, css, scs, $sc, $SS}

Este mismo espacio muestral se puede expresar
en numeros. Para esto, es necesario definir una

regla o norma que al aplicarla le adjudique a (a) (b) (c)

cada resultado un valor. Por ejemplo, se puede ccc — 0| ccc— 1| ccc— 0
establecer la siguiente regla: contar el nime- ccs — 1 | cecs— 2 | ces— 1
ro de secas que aparecen en cada resultado del csc — 1 | csc— 2 | csc— 1
espacio muestral. La asociacién de nimeros a scc — 1 | scc — 2 | scc — 1
cada resultado puede verse en el caso (a) de css — 2 | css — 3 | css — 4
la siguiente tabla. Si seguimos viendo la tabla, scs — 2 | scs — 3 | scs — 4
cudles seran las reglas definidas para los casos ssc — 2 | ssc — 3 | ssc — 4
(b) v (¢)? Los 3 espacios numéricos mostrados sss — 3 | sss — 4 | sss — 9
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en la tabla pueden ser expresados como
S;1={0,1,2,3} Sy =1{1,2,3,4} S3=1{0,1,4,9}

Si adoptamos como x la letra que significa cantidad de nimero de sellos entonces las
funciones matematicas que generan dichos espacios son:

file)=z  folz)=x+1 f3(z)=2?

Si cada una de estas reglas se define en forma genérica como una variable aleatoria, y
a su vez sabemos que cada regla es una funcién matematica, la definicion de variable
aleatoria se puede enunciar como:

Sea E un experimento aleatorio y S su espacio muestral, toda funcion que asigne a cada
uno de los elementos de S un nimero real X(s), se llama variable aleatoria.

Las variables aleatorias se identifican con letras mayusculas, por lo que nuestros ejemplos
podrian ser identificados de la siguiente maneras:

X =n°desellos Y =n°desellos + 1 Z = cuadrado del n°® de sellos

El resultado de definir una variable aleatoria es que genera un nuevo espacio muestral
numérico que se denomina recorrido o rango espacial y se identifica con la letra R. En
nuestro ejemplo tendriamos:

R, =1{0,1,2,3} R,=1{1,2,3,4} R.=1{0,1,4,9}
Es importante puntualizar algunas cosas con relacién al concepto de variable aleatoria:

1. Para un mismo experimento es posible definir diferentes variables aleatorias. En
nuestro ejemplo se pudieron especificar otras variables aleatorias como el nimero
de lanzamientos o la distancia entre las monedas.

2. En muchos casos el resultado de un experimento es directamente un nimero. Por
€j., si se mide la altura de un individuo se obtiene directamente un valor.

3. En términos practicos, en el estudio de una variable aleatoria es mas importante
conocer los valores que ella asume que saber cuales son los elementos que conforman
su espacio muestral.

4. Los valores que asumen las variables aleatorias se identifican con letras minusculas
por €j. x, y, z. Si se define como variable aleatoria X =tamano de una persona,
y se quiere indicar la probabilidad de que esa persona supere determinada altura,
este evento se puede expresar como P(X > z), donde x asume el valor que se
especifique.
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22. Discretas y Continuas

De acuerdo con las caracteristicas del rango espacial, las variables aleatorias se clasi-
fican en discretas y continuas.

= Discretas: Se denomina discreta si el rango espacial esta constituido por un niimero
finito o infinito contable de valores:

Rx = {:E1,£E2,£L'3, ceiy Lpy eeey Ty }

Estas se generan a partir del recuento de elementos: niimero de hijos, de particulas,
de dtomos, etc.

Ejemplo: Se registra el nimero de varones nacidos en los primeros 4 partos ocurri-
dos el primer dia del afio. El espacio muestral S estard formado por 16 resultados
equiprobables. La variable aleatoria nimero de varones origina un espacio R, for-
mado por 5 resulados numerables.

MMMM 0
VMMM, MVMM, MMVM, MMMV 1
S = { VVMM; VMVM, VMMV, MVMV, MMVV, MVVM $ — Ry = { 2
VVVM, VVMV, VMVV, MVVV 3
VvV 4

= Continuas: Se denomina continua si el rango espacial esta constituido por un niime-
ro infinito de valores en un intervalo dado:

Rx:{X(S):JZ/l’lSXSa?Q}

Estas se generan por la mediciéon de magnitudes como la longitud, el peso, el vo-
lumen, la densidad, la temperatura, etc.

Ejemplo: Se atrapé una trucha en un rio y se le determiné el tamano. En éste
experimento el espacio muestral Rx se origina inmediatamente como resultado de
determinar la longitud del cuerpo del pez, que es una caracteristica propia de cada
individuo. El rango espacial Rx estd formado por infinitos resultados dentro de un
determinado intervalo.

S = { tamano de las truchas } = Rx = {z; = tamano / 10 em < z; < 15 em}

2.3. Funcion de Probabilidad

Recordemos que dijimos que para tener un buen conocimiento de una variable aleatoria
no basta con saber cudles son los valores que puede asumir sino también es necesario
describir su comportamiento en término de probabilidades. Para ello se requiere una
nueva funcién, conocida como funcién de probabilidad con la cual es posible asignar un
valor de probabilidad a cada resultado de un rango espacial.
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2 Variables Aleatorias

2.3.1. Funcidn de probabilidad de una variable aleatoria discreta

En el caso de variables discretas, la funcién de probabilidad se denota como p(,) y se
interpreta como la probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor x;, es decir,
Pz) = P(X = w;). Obviamente, como la funcién de probabilidad genera un valor de
probabilidad, estos niimeros deben satisfacer las siguientes condiciones:

z2
0<pu <1 Zp(x)zl P(mSXSm):ZP(x)
R, 1

Las dos primeras condiciones son equivalentes a los axiomas probabilisticos de positi-
vidad y certidumbre. La tercera propiedad simplemente establece que si se conoce la
funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta, entonces se puede calcular la
probabilidad correspondiente a cualquier intervalo abierto o cerrado entre dos puntos z;

Yy x2.

Ejemplo: Aqui podemos ver
el experimento de lanzar una
moneda hasta obtener cara

por primera vez. En la figu- Eaparin Bango LSP“!“, e
mucsiral Espacial probabilidad
ra de la derecha pueden ob- c 0 12 |
servarse los distintos espacios §=1{8C Ri=1 1 P=4{ 1/4
generados por el experimento S&C e o 2 N eaney | I
aleatorio: el espacio muestral sssc | S =X =ntsellos ) 4 | plx) = (12) 1/16
4

S8850C| Variable aleatoria Yuncion de 1/32

Sv el rango eSpaClal R, (ge' pra bea bvilidad

nerado por la variable alea-
toria nimero de sellos) y el
espacio de probabilidad P. El
conjunto de pares ordenados 01,6 -
[T, P(zs)] Para una variable

discreta se denomina distri- :]]14_ 7

bucién de probabilidad. En '

la parte inferior de la figu- pix) 0.3

ra también puede observar- 0.2 4

se una representacién grafica 0.1 4 :

de dicha distribucién de pro- - b / . % B i I o
babilidad. En este momento 0 2 3 1 E U

] . Milmero de zellos
es facil responder a interro-

gantes relativas a la variable

aleatoria. Por ej., cudl es la

probabilidad de obtener menos de 3 sellos?. La respuesta se tiene sumando las probabi-
lidades que hay en el espacio de probabilidad:

P(X <3) = P(X <2) =p() +pa) + Py = 0,50 + 0,25 + 0,125 = 0,875
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2 Variables Aleatorias

2.3.1.1. Parametros de la distribucién de una variable aleatoria discreta

La mayoria de las veces resulta poco practico manejar toda la distribucién de probabi-
lidades para determinar el comportamiento de una variable, por lo que es conveniente
conocer algunos parametros que caracterizan a la variable aleatoria. Esta idea se aprecia
claramente cuando se tiene una funcién deterministica como es la ecuacién de una recta,
J@@) = ax + (3, caracterizada por la pendiente a y la ordenada al origen f3, los cuales
definen completamente el comportamiento funcional. Dos de los parametros méas impor-
tantes para caracterizar las variables aleatorias son el valor promedio y la varianza, los
que proporcionan una rapida vision de la naturaleza de la variable.

Valor promedio: Veamos este concepto a través de un ejemplo. En un estudio de campo
se determind, para cierta regién, el nimero de crias por madriguera para una determinada
especie de roedor 'y la  probabilidad con la cual esto ocurre.
En la tabla de la derecha podemos
ver las probabilidades en funcién del

nimero de crias por madriguera. Si N° crias | Prob. | Frec. | fx | fx/N
después de un tiempo se revisan N x P) | Pao)N

madrigueras en la misma regién, es 1 0.25 75 75 | 0.25
posible estimar en forma aproxima- 2 0.40 120 | 240 | 0.80
da el nimero de individuos por ma- 3 0.20 60 180 | 0.60
driguera que se espera encontrar. Si 4 0.08 24 96 0.32
el nimero de madrigueras revisado es 5 0.05 15 75 | 0.25
N = 300, el nimero de madrigueras 6 0.02 6 36 | 0.12
con un cierto nimero = de crias (fre- Total 1.00 300 | 702 | 2.34

cuencia esperada) puede observase en

la 3era columna de la tabla. Ahora, si

se quiere conocer el nimero promedio de crias por madriguera se debe multiplicar la
frecuencia esperada por el nimero de crias y su total se divide por el ntimero total de
madrigueras

g 2z fimi 702 2,34

Yo fi ~ 300
Si en la férmula del cdlculo de T se sustituye > ;- ; f; por N y se aplica el concepto de
frecuencia relativa a la probabilidad que establece que fr(;) = p(;), se obtiene una nueva
férmula de célculo para la media a partir de los valores de probabilidad

—_ i Ji®i _ Z?:]iffixi = Zn: % = Zn: frayri= zn:p(%’)%
i=1 i=1 i=1

Z:‘L:1 fz

La conclusién es que el valor promedio de la distribuciéon de una variable discreta es igual
a la suma del producto de cada valor de la variable por su probabilidad de ocurrencia.
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2 Variables Aleatorias

Si a este concepto lo extrapolamos de la muestra a la poblacién, el valor promedio de la
distribucién de valores de una variable discreta es

n
H= Z p(z;)z;
i=1

A este valor promedio también se lo conoce como FEsperanza matemdtica o Valor espe-
rado y se suele denotar como E(z).

Varianza: Si de una poblacién se extrae un nifio y se le determina el ntimero de caries,
cabrian las siguientes preguntas: El nimero de caries sera igual al valor promedio de la
poblacién? El valor estard cercano o alejado al valor promedio?. Si sélo conocemos el
valor promedio no podremos responder ninguna de estas preguntas. A lo sumo sabremos
que tendra un numero de caries mayor o menor al promedio y que sus probabilidades
de ocurrencia dependen de la forma de la distribucién de la variable. De modo que no
basta conocer el valor medio de una variable aleatoria para poder describir desde un
punto de vista practico alguna de sus caracteristicas mas interesantes. Las preguntas
hechas anteriormente hacen pensar que se requiere otro tipo de medida que cuantifique
la dispersién de valores alrededor del valor medio. Lo més simple seria determinar la
desviacion de cada valor respecto al valor medio, es decir seria necesario obtener para
cada x; la desviacién z; — u. Como se quiere tener un valor de desviaciéon para toda la
distribucién, la suma de las mismas podria representar una medida general de desviacion.
Sin embargo, como el término » (z; — 1) = 0 , la mejor manera de evadir este problema
es elevando al cuadrado cada desviacién: (z; — i), de modo que el valor promedio de
todas las diferencias cuadraticas se podria usar como esa medida unica de dispersion.
Puesto que (z; — )% es también una variable aleatoria, su valor promedio sera:

o =3 plai) (@i - p)?
=0

Esta medida de dispersién se denomina varianza. Una férmula mas simple para el calculo
de 02 se obtiene desarrollando el binomio cuadrado presente en la férmula anterior,

obteniéndose
n
o = <Z x?:ﬂ(ﬂ%)) —u?
i=1

Volviendo a nuestro ejemplo, si nos dijeran que la distribuciéon de probabilidades en
funcién del ntimero de caries por nifno es

N° caries 0 1 2 3 4 5 6 7
p(x) 0.19 1 0.29 | 0.21 | 0.15 | 0.09 | 0.04 | 0.02 | 0.01

Se quiere conocer la probabilidad de que un nino tenga més de 2 y menos de 6 caries,
el niimero promedio de caries por nino y la varianza de la distribucion. Puede verse que
P2<X<6)=PB<X<5) =p3)+p4)+p5)=0,15+ 0,09 + 0,04 = 0,28. Hacer
el célculo y probar que = 1,91 y 02 = 2,48.
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2 Variables Aleatorias

2.3.2. Funcidn de probabilidad de una variable aleatoria continua

En el caso de variables aleatorias continuas, la funcién de probabilidad se identifica
como f(,. Para las variables continuas no tiene sentido encontrar la probabilidad exacta
de un valor puntual puesto que su rango espacial estd formado por infinitos valores, de
modo que la expresion P(X = z;) carece de sentido.

Por ejemplo, supongamos que queremos medir la temperatura en la superficie de un lago.
Un termdémetro con una apreciaciéon en grados puede determinar que la temperatura del
agua es 28°C'. Sin embargo debido a la apreciacién tan gruesa, cualquier valor entre
27,5°C y 28,5°C' el instrumento lo aprecia como 28°C. Si se cambia el termémetro por
otro con una apreciacion de 0,1°C, el valor de temperatura tendra una décima mas
de apreciacién, digamos que fue de 28,2°C. Pero la incertidumbre se mantiene porque
cualquier valor entre 28,15 y 28,25 es medido como 28,2°C. Esta falta de seguridad
sobre cual es el verdadero valor de temperatura del agua siempre estard presente, en
primer lugar porque tedricamente la apreciacién del termémetro puede incrementarse
indefinidamente y en segundo término porque el rango espacial de la temperatura, igual
que el de todas las variables continuas, esta formado por infinitos valores.

Al no poderse definir para una variable aleatoria continua una funcién p(,) que asigne
una probabilidad a cada valor z; de su rango espacial, es necesario establecer una nueva
funcién f(,) que fije la probabilidad de todos los valores ;. Esta funcién debe satisfacer
las siguientes condiciones:

b
0< f) <1 3 f@ dz=1 P(aSng):/f(x)d:c

La funcién f(,) representa la distribucién de probabilidad y el drea bajo dicha funcién
equivale a su probablidad de ocurrencia.

a b a X

En la figura superior el caso A ejemplifica la condicién de que el area sombreada bajo la
curva debe ser igual a la unidad; el caso B muestra que el drea sombreada representa la
probabilidad de que la variable se encuentre entre a y b; y el caso C indica que el drea
sombreada bajo la curva representa la probabilidad de que la variable sea igual o mayor
al valor a. Por 1ltimo, observar que una consecuencia de la naturaleza de las variables
continuas, es que las probabilidades P(a < X < b), Pla < X <b), Pla< X <b)y
P(a < X < b) son todas iguales.
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2 Variables Aleatorias

Ejemplo:

Encuentre la probabilidad de que una va-
riable aleatoria sea mayor a 2 y menor a 4
si se sabe que su funcion de probabilidad

0,40 1
es |
ze® x> 0
= 0,307
/(@) { 0 x< 0 =
Para encontrar la probabilidad solicitada - ”52“:
es necesario hallar el area bajo la curva 0.101
localizada entre los valores 2 y 4 (ver fi- -
gura). Para ello se procede a integrar por (1,00 +— T
partes la funcién 01 23 456789101
Valores de la variable X
4
P2< X <4)= / ve " dr = [—ze " — e*‘”]; =[—e"(z+ 1)];1 = —5e 43¢ 2 ~0,3144
2

2.3.2.1. Parametros de la distribucién de una variable aleatoria continua

Los significados de la media y la varianza de la distribucién de una variable aleatoria
continua siguen siendo los mismo que tienen para las variables aleatorias discretas, sélo
que en lugar de sumar un nimero definido de valores enteros, es necesario sumar infinitos
valores, de modo que sus férmulas de cédlculo son las siguientes:

p= [t do o= [ do= [ afa) do -

—00 —00 —0o0

Ejemplo: Siguiendo con la funcién del ejemplo anterior, su media y varianza son:
o o0
,u:/ xf(x) dx:/ e dx =2
0 0

o
02:/ PeTdr—pt=6-4=2
0

2.4. Funcion de Distribucion Acumulada

Probablemente la funcién de distribucion de probabilidades acumuladas sea una de las
funciones con mas aplicacion en la practica estadistica porque la mayoria de las tablas
usadas en esta disciplina se generan a partir de funciones acumuladas.

2.4.1. Funcién acumulada para variables discretas

Al rango espacial de cualquier experimento se le puede asociar otra funcién que cuan-
tifica la probabilidad de que la variable aleatoria X asuma un valor igual o menor a x;.
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2 Variables Aleatorias

Esta funcién se simboliza como F(x) y se denomina funcién de distribucién acumulativa.
Para el caso de variables aleatorias discretas la funciéon acumulativa queda definida como

> p(a)

r<x;

F(z) = P(X < ;) =

Ejemplo: Sea la variable aleatoria X = la suma de la cara de 2 dados, determine la
distribucién de probabilidades acumuladas y calcule las probabilidades siguientes:

1)P(X < 6) 5)P2< X <8y5<X<10)
2)P(3< X <8) 6)P(X >80 X < 4)

3)P(X > 3) NPh<X<100X >7)
P2 < X < 8) )PA<X <7/ X<6)

a) El espacio muestral estd formado por 36 posibles resultados equiprobables

(1,1)(1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)
(2,1)(2,2)(2,3)(2,4)(2,5)(2,6)

g (3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)
) (4,1)(4,2)(4,3)(4,4)(4,5)(4,6)
(5,1)(5,2)(5,3)(5,4)(5,5)(5,6)
(6,1)(6,2)(6,3)(6,4)(6,5)(6,6)

b) El rango espacial de la variable aleatoria es el siguente:

R,={2, 3, 4,5 6,7, 8 9, 10, 11, 12 }

c¢) Las distribuciones de probabilidad y acumulativas son las
que figuran en la tabla de la derecha.

zi | plxi) | F(x)
Entonces, las probabilidades solicitadas son: 2 10.02778 | 0.02778
[[1]] P(z < 6) = Fg) = 0,41667 3 | 0.05556 | 0.08333
[[2]] PB< X <8)=P(X <8)—-P(X <2)=Fg) — Foy= | 4 |0.08333 | 0.16667
0,72222 — 0,02778 = 0,69 5 10.11111 | 0.27778
[[8]] P(X >3)=1-P(X <3)=1-0,08333 = 0,92 6 | 0.13889 | 0.41667
[[4]] P2 <X <8 =PB<X<T)=PXZ<7)-P(X< | 71016667 | 0.58333
2) = F(7) — Flg) = 0,58333 — 0,02778 = 0,56 8 | 0.13889 | 0.72222
[5]] P2 <X <8y5<X<10)=PB<X<8)=PX< | 9011111 | 0.83333
8) — P(X <4) = Fg) — F4) = 0,72222 — 0,16667 = 0,56 10 | 0.08333 | 0.91667
[6]] P(X >80X <4) =1-P(X <8 +P(X <3)= |11 0.05556 | 0.97222
1= Fgy+ Fi3)=1-0,72222 1+ 0,08333 = 0,36 12 | 0.02778 | 1.00000
[7] PG < X <100 X >7) = P(6 < X <9)+ P(X >
8)—PR< X <9 =PX<9-—PX<5+1-P(X <
N—P(X<9+PX<T)=1-P(X<5)=1-Fg=1-028=0,72
[8]] P(4< X <7/X <6) = Pglg();g)ﬁ) _ P(X%(i));gé))(g?» _ 0,4160§ZI60é?8333 — 0,80
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2.4.2. Funcién acumulada para variables continuas

Cuando se trata de variables continuas la funcién acumulativa se define como:

O(x;) =P(X <) = f(x) dzx

z<w;

En el caso de variables dis-
cretas la P(X < x;) se
obtiene sumando los valo- -
res de probabilidad de to-
dos los resultados iguales o
menores a x;. Para las va-
riables continuas esta pro-
babilidad se obtiene calcu-
lando el &area que se en-
cuentra por debajo de f(,
vy a la izquierda del va-

f(x)

lor z; (ver figura de la X

derecha). Dado que estos . 9., . a., . a., . a.,
;

COIHpU.tOS pueden llegar a 0,00 0011521 0,20 0324718 0,40 0913659 060 0999268

ser bastante Complejos de- 000 | oowusst | 020 | o3ssoss | 041 | 092702 | 06l | 0999467

002 | ooswes | 02 | ozeesan | o4z | oosss2 | o& | 0999615

: 00 | 002750 | 02 | o4zmse3 | 043 | ogdons | oe | 0999724

pendlendo de la naturale 004 | 0028125 | 024 | o4e7s2 | 044 | 0957941 | 064 | 0999804

za de f(x)a se han desa- 005 | oomsis | 02 | osoo00 | 045 | 09482 | 065 | 0999862

X 006 | 0042059 | 026 | 053628 | 046 | 0971875 | 066 | 0999903

rrollado para las funciones 0,07 0050882 027 0572137 047 0977250 0,67 0,999933

.- , 008 | oosiiis | 028 | oso7den | 048 | 09s1732 | 06 | 0999954

de prObablhdad mas usadas, 00 | op7e8 | 029 | 0641935 | 049 | 0085430 | 060 | 0009968

s 010 | oosexn | 03 | os7szs2 | oS0 | 0988479 | 070 | 0999979

tablas con las pI‘Obablhda— 001 | 0101557 | 031 | 0707280 | 0S50 | 0990952 | 0710 | 0999986

des acumuladas. Estas facili- 012 | onsee | 03 | o7wme | s | 0sewT | o7 | 099990

013 | og3mese | 033 | o7esdT | 05 | 0904s43 | 07 | 0999994

tan el calculo de probabﬂjda_ 014 | oseess | oo | 07933 | oS | 0995810 | 07 | 0999996

015 | ogsest | 035 | ogisMe | 0S5 | 099807 | 075 | 0999997

des. 006 | 0206627 | 036 | 084MS | 0356 | 0997585 | 076 | 0999998

017 | 023520 | 03 | ogem4 | 057 | 09esiss | 07 | 0999999

018 | o2e2270 | 038 | ossidel | 0S8 | 0998650 | 078 | 0999999

019 020720 | 03 | ogesws | 0% | oswonz | o | Loooooo

Ejemplo: Supongamos que la
variable X = contenido de
plomo en sangre de personas,
tiene la funcién de probabilidades

2

i ={ ()™ o

o2
0 x< 0

Usando la tabla de probabilidades acumuladas, calcule la probabilidad de que un in-
dividuo seleccionado aleatoriamente a) tenga una concentracién superior a 0.40 ppm y
b) tenga una concentracién menor a 0.30 ppm si se sabe que forma parte de un grupo
de personas cuya concentracion de plomo en la sangre se encuentra entre 0.25 y 0.45 ppm.
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a) La probabilidad P(X > 0,40) se obtiene calculando el drea debajo de f(z) POT encima
de 0.40. Es decir

P(X >0,40) =1 — P(X <0,40) = 1 — ®g49) = 1 — 0,913659 = 0,08634

En términos précticos se puede decir que aproximadamente el 8,6 % de los individuos de
esa poblacién tienen méas de 0.40 ppm de plomo en la sangre.
b) La segunda probabilidad solicitada es condicionada. Interesa obtener dos areas, la
que se encuentra entre 0.25 y 0.30, que representa la interseccién de los dos eventos y el
area entre 0.25 y 0.45 que es el nuevo espacio muestral reducido. Es decir
P[(X <0,30)(0,25 < X <0,45)] P(0,25 < X <0,30)

< <X < - — _
P(X <030/025 < X < 045) P(0,25 < X < 0,45) P(0,25 < X < 0,45)

_ P(X <0,30) - P(X <0,25)  ®(0,30) — ©(0,25)  0,685272 — 0,500
T P(X <045) - P(X <0,25)  &(0,45) — ®(0,25)  0,965482 — 0,500

= 0,3980
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3 Distribuciones de Probabilidad

3. Distribuciones de Probabilidad

La estadistica inferencial tiene como problema general establecer las propiedades de
un fenémeno aleatorio estudiando una parte del mismo. Para esto es necesario conocer la
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria que se estd estudiando. Esto puede
ser complicado si no existe otra alternativa que deducir teéricamente la funcién de pro-
babilidad. Afortunadamente, existen numerosos modelos de probabilidad, muchos de los
cuales, aunque hayan sido generados con otros fines, pueden ser usados para describir el
comportamiento de la mayoria de las variables aleatorias que son estudiadas en las cien-
cias naturales. Los modelos de distribuciones de probabilidad se clasifican de acuerdo con
la naturaleza de la variable aleatoria en modelos probabilisticos discretos y continuos. En
este punto es necesario enfatizar que el esfuerzo que se haga en entender las propiedades
de estos modelos permitird, por una parte, comprender mejor el funcionamiento de los
métodos de inferencia estadistica y por otro lado, contar con més y mejores criterios
para elegir el modelo apropiado en la aplicacién de algin método estadistico.

31. Modelos probabilisticos discretos
3.1.1. Modelo de Bernoulli

Una gran cantidad de situaciones que se presentan en distintos campos de accién
tienen en comun algunas cosas. Por ejemplo: lanzar una moneda y determinar si sale
cara en cada lanzamiento; lanzar un dado y verificar cada vez si sale un nimero par;
elegir aleatoriamente un individuo y determinar su sexo; determinar si un elemento es
metalico; etc. Todos estos experimentos y otros similares reciben el nombre genérico de
Ensayos de Bernoulli, y tienen las siguientes caracteristicas:

1. Cada vez que se repite el experimento se producen 2 resultados mutuamente ex-
cluyentes. Estos resultados se identifican generalmente como éxito y fracaso.

2. Cada vez que se repite el experimento la probabilidad de ocurrencia del éxito p o
del fracaso ¢ no cambian.

3. Los resultados son independientes. El hecho de que ocurra un fracaso o un éxi-
to, no afecta la probabilidad de ocurrencia de un nuevo resultado al repetir el
experimento.

En consecuencia, el espacio muestral para los distintos ensayos de Bernoulli esta formado
por dos resultados, éxito (E) y fracaso (F'), es decir S = {E, F'}. Si definimos la variable
aleatoria X = numero de éxitos en un ensayo entonces tendremos el siguiente rango
espacial, Rx = {0,1}. Si p es la probabilidad de éxito y 1 — p la de fracaso, entonces
sabemos que la funcién probabilidad debe cumplir que P(X = 0) = p°(1 —p)! y P(X =
1) = p*(1—p)°. Por lo tanto, se deduce que la funcién de probabilidad para la distribucién
de Bernoulli es

Py =p"(1—p)'~"

El valor esperado y la varianza de esta distribucién son: 1 = p'y 02 = pq respectivamente.
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3 Distribuciones de Probabilidad

3.1.2. Modelo Binomial

Un experimento binomial consta de ”varios.®sayos de Bernoulli, por ej, lanzar una
moneda n veces y determinar si sale cara en cada lanzamiento. En cada repeticion del
experimento se mantienen las propiedades de los ensayos de Bernoulli y que la variable
aleatoria que los caracteriza es el nimero de veces que ocurre el éxito (o el fracaso) en
n repeticiones del experimento. La funcién de probabilidad para este tipo de variable la
vamos a deducir a partir del siguiente ejemplo.

Ejemplo: En una investigacion de cierta parasitosis, pequenas dosis de una vacuna experi-
mental se inyectaron en ratones de laboratorio. Los resultados encontrados demostraron
que 4 de cada 20 ratones mueren a causa de la vacuna. Si la misma dosis de la vacuna
se aplica a 4 ratones, cudl es la probabilidad de que mueran = ratones?.

1. En primer lugar, se verifica que se trata de un ensayo de Bernoulli.

» Tiene 2 resultados posibles: ratén muere (éxito); ratén sobrevive (fracaso).
» La probabilidad de éxito es p = 1/5 y del fracaso es ¢ = 4/5 (invariantes).
» El experimento se repitié 5 veces (n = 4).

2. El espacio muestral consta de 16 resultados. Si se representa con m el evento morir
y con s el evento sobrevivir, entonces

ssss
SSsm, SSms, SmSS, MSSS

S = Ssmm; SmSm, MSS, SIS, NSIS, NS S
Smmm, mSmm, mmsn, Mmms
mmmm

La variable aleatoria X = numero de ratones muertos genera el rango espacial
Rx =1{0,1,2,3,4}.

3. Si p = probabilidad de moriry q = probabilidad de sobrevivir; la probabilidad con
la cual ocurrirdn los resultados del espacio muestral S son:

P(X = 0) =p(ssss) =1 qqqq=1p°"
P(X = 1) =p(sssm) + p(ssms) + p(smss) + p(msss) =4 pgqq= 4 p'¢®
P(X = 2) —p(ssmm) + p(smsm) -+ p(nssm) + p(smms) + p(msns) + p(mmss)= 6 ppaq= 6 P’
P(X = 3) =p(smmm) + p(msmm) + p(mmsm) + p(mmms) =4 pppg= 4 p’q’
P(X = 4) =p(mmmm) =1 pppp=1 p*¢°

4. Puede observarse que los valores de p estan elevados a una potencia que coincide
con el valor de x de la variable aleatoria, mientras que los de ¢ estan elevados a una
potencia que es igual a 4 —x. Observar que 4 también es el nimero de repeticiones
del experimento, por lo que una expresion general seria

xr N—=x

pq
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3 Distribuciones de Probabilidad

5. También puede verse que cada término estd multiplicado por un coeficiente que
representa el nimero de secuencias diferentes de cémo pueden morir x ratones. Este
ndmero no es otra cosa que el nimero de permutaciones de n elementos diferentes,
siendo x elementos de una clase (ratones que mueren) y n—x de otra clase (ratones
que sobreviven). Esto también se conoce como combinatoria ,,C, y viene descripto

por la siguiente formula
n n!
C pu— = -
e (x) zl(n —z)!

Por lo tanto, la funciéon de probabilidad del modelo binomial puede ser expresada
de la siguiente manera

_ n _
Pa) = nCe p"q" " = (x) p'q""

Su aplicacién permitird calcular la probabilidad de que un resultado ocurra x ve-
ces en n repeticiones. Para finalizar con el ejemplo, podemos utilizar la férmula
encontrada para calcular las probabilidades:

1)(0,4096) = 0,4096

P(X =0) = p() = () (1/5)°(4/5) (1)(

P(X =1)=pa = (1) (1/5)*(4/5)*! = (4)(0,2)(0,5120) = 0,4096
P(X =2)=pa = (3) (1/5)%(4/5)*% = (6)(0,04)(0,64) = 0,1536
P(X =3) =pg) = (3) (1/5)%(4/5)*% = (4)(0,008)(0,8) = 0,0256
P(X = 4) = pw) = (3) (1/5)'(4/5)*~* = (1)(0,0016)(1) = 0,0016

Distribucion de probabilidades

El conjunto de pares ordenados
(%4 P(z;)] gemera una distribu-
cién binomial, nombre que se le
da porque los sucesivos términos
de la distribucién de probabili- L
dad son semejantes a los obte- g4 REEERR S S 040 -
nidos con la expansién del bino-
mio de Newton (p + ¢)". Cuan-
do una variable aleatoria se dis-

=
Y
=}
|

pix)

pix)

tribuye en forma binomial con 0,40 cen
parametros n y p se puede repre- E

sentar mediante la siguiente ex- 1
presién: X : b(n;p). La forma de 12345678910

Miimers de éxitoz (x)

la distribucién binomial cambia
para cada combinacién de valo-
res diferentes de n y/o p. En la
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3 Distribuciones de Probabilidad

figura puede verse un ejemplo de dicha variacién cuando se toma n = 10 y diferentes
valores de p.

Funcion de probabilidad acumulada

La funcion de probabilidad acumulada para el modelo binomial puede escribirse como

Rx
Fapy=P(X <z)=)_ nCpp"q" "

Para facilitar la aplicacién de la distribucién binomial, existen tablas con las probabi-
lidades acumuladas. A continuacién damos un ejemplo de dichas tablas. La tabla tiene
tres entradas, el valor del pardmetro p (probabilidad de éxito), el valor de n (nimero de
repeticiones) y el valor de z (ndmero de éxitos).

P

n [ X[ 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06
15 | 0 |02050 00871 00352 00131 00M7 00016 00005 00001 O 0
15 | 1 | 0549 0318 01671 00802 00353 00142 00052 00017 00005 00001 O
15 | 2 |0mse 06042 0308 02361 00268 00617 00271 00107 00087 00011 00003
15 | 3 | 09444 05227 05482 04613 02969 01727 00905 00424 00176 00063 00019
15 | 4 | 0oaTs 089353 DESE 06865 05155 03519 D173 00204 00592 0255 N9
15 | 5 |00978 00832 00389 08516 07216 05643 04032 02608 01500 00760 0,038
15 | 6 | 09997 09964 DSEIY 09434 OE6E9 17545 DE09E  DASIE 03006 OJHIE IS
15 | 7 [10.000 09991 00958 09827 095 08865 07869 06535 05 0M65 02131
15 | 8 | 00999 09992 0995F 09045 0957E 0905 DFIE 0.6964 05476 0,3002
15 L] 10000 5950 09992 09%3 026876 0966 09231 08491 0.73%2 05968
15 | 10 | 10,000 09999 09993 09972 09907 09745 09408 05795 07827 |
15 11 10000 09999 0.59995  O%E1 L2937 09824 09576 09095

|
15 | 12 | 10000 09999 09997 09989 09963 02893 09719
15 | 13 10000 10.000 09999 09995 09953 09948
15 | 14 | 10000 10000 09999 1.9905
15 | 15 10000 10.000

La tabla mostrada tiene como pardmetro n = 15 y su uso es relativamente sencillo.
Si tenemos un experimento con una variable aleatoria que se distribuye binomialmente
con n = 15y p = 0,5, y quisiéramos calcular la probabilidad, por ej., P(X > 5),
inspeccionando la tabla podriamos calcular que:

P(X>5)=1-P(X <5)=1-0,1509 = 0,8491

Valor esperado y Varianza

El valor esperado y la varianza de la distribucién binomial son los siguientes:

= np o® = npq
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3.1.3. Modelo de Poisson

Esta distribucién fue introducida por el matematico francés S.D. Poisson en 1837. El
modelo de Poisson, a semejanza del binomial, consta de varios ensayos de Bernoulli.
La diferencia estriba en que el modelo binomial sirve para calcular la probabilidad de
ocurrencia de un resultado particular en un nimero finito de repeticiones, mientras que
con el modelo de Poisson se determina la probabilidad de ocurrencia de un determinado
evento en el tiempo o el espacio y no en un nimero definido de repeticiones del expe-
rimento. En estos eventos que se producen aleatoriamente en el espacio o el tiempo, la
frecuencia de ocurrencia de un evento es tan baja con relacién a la frecuencia de no
ocurrencia que se consideran como sucesos raros. Tratar de describir la distribucién de
una variable aleatoria de este tipo mediante el modelo binomial seria impractico puesto
que el nimero de ensayos tendria que ser extraordinariamente grande para que ocurriera
el resultado esperado. Analicemos el siguiente caso.

Ejemplo: Un bidlogo esta colectando individuos de una especie de planta cuyos indi-
viduos estan distribuidos aleatoriamente e independientemente en una sabana. Es de
suma importancia conocer la distribuciéon de probabilidades de la variable X = nudme-
ro de plantas. Para obtener esta distribucién se podria usar el modelo binomial. Sélo
se necesitaria considerar cada punto muestreado como una repeticién del proceso, sin
embargo, esto implicaria trabajar con un ntimero de repeticiones extremadamente gran-
de, puesto que la presencia de una planta en un punto del drea de busqueda es un
hecho muy poco frecuente con relacién al nimero de puntos donde no se encuentra.
Bajo el supuesto de que se pudiera superar la dificultad del
elevado niimero de repeticiones, se tendria otro problema, co-
mo el de que la funciéon binomial estd caracterizada por un
valor de n muy grande y un valor de p muy pequeno, lo que .
hace sumamente tedioso el calculo de probabilidades por tener .
que usar factoriales de nimeros muy grandes. Afortunadamen- .
te, situaciones como la planteada donde n — ooy p — 0, . . . "
se pueden resolver usando el modelo probabilistico de Pois- .
son. Para deducir la funciéon de probabilidad de Poisson se l
u_

hara uso de dos supuestos: el primero es que en esta sabana
se delimité una parcela de terreno que tiene un nimero pro-

medio de plantas igual a A; y el segundo es que el area de la TH gEd
parcela se corresponde con una unidad de superficie, de forma i '3;
que A representa el niimero promedio de plantas por unidad SEEsEEaEamamn
de superficie. El mayor interés es el de conocer la probabilidad s
con la cual la variable aleatoria asume los valores de su ran- GRS H:_:FF’%
go espacial, el cual es R, = {0,1,2,3,........ N} . Una manera & 5!

atil de encontrar las probabilidades para cada resultado en R,

serfa dividir la parcela en n unidades del mismo tamano lo su-

ficientemente pequenas para que en cada uno de ellas se produzca uno de dos resultados:
presencia o ausencia de plantas (ver figura de la derecha). Bajo estas nuevas condiciones

EEmEREECE
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3 Distribuciones de Probabilidad

el experimento presenta las caracteristicas de un experimento binomial. Por lo tanto es
posible utilizar la funcién de probabilidad del modelo binomial para el calculo de pro-
babilidades. Pero para poder hacer esto, hace falta conocer el valor de p. Este se puede
deducir a partir de A\, que es le niimero promedio de plantas por parcela o por unidad
de superficie. Puesto que la parcela se dividié en n subparcelas, la probabilidad de que
ocurra una planta en cada una de las n subparcelas de tamano 1/n serd p = A\/n y la
probabilidad de que no ocurra serd ¢ = 1 — (A/n), de modo que la funcién distribucién
binomial queda:
Py = nCalAfn)*(1 = A/n)"~

Sin embargo, esta funcion sélo es una aproximacién, pues toma en cuenta n subparcelas.
Como la superficie es una variable continua, el drea de la parcela se puede dividir en
infinitas subparcelas, de modo que cuando n tiende a infinito, la funcién de probabilidad
binomial se aproxima a

e\

!

lfm  ,Cp(A/n)%(1 — A/n)"—% =

donde X es el nimero de ocurrencia del evento de interés en una unidad de espacio (o
tiempo). Para cualquier otro valor de espacio (o tiempo) la funcién de probabilidad seré:

6—)\(1 a)®
p(x) = QE,A)

donde a es un factor de proporcionalidad que permite calcular el niimero de ocurrencias
del éxito en un tiempo o espacio dado diferente a la unidad. Si se hace Aa = p la funcién
de probabildades para el modelo de Poisson queda

e Hu®

Pa) = z!

con p el nimero promedio de ocurrencias en un espacio o tiempo dado y x el niimero de
veces que ocurre el éxito en ese mismo espacio o tiempo.

Distribucion de probabilidades

La distribucién de probabilidades de Poisson
esta formada por los pares ordenados de valo-

res [i; p(2i)] y la misma estd caracterizada por i3 Kol un y=30
un sélo parametro: el promedio p. En forma si- ;Eﬁ ;EE

milar a la distribucién binomial, la distribucién P Lk dsd ad TR ya
Poisson es una familia de curvas, cuya forma bl p=60

depende de p (ver figura). gﬁjﬂ e

Su aplicacién puede verse a través del siguiente P s e

Valores de X

ejemplo. Supdngase que el nimero de particulas
radiactivas emitidas por cierto material duran-
te una hora tiene una distribuciéon Poisson cuyo promedio es de 0.8 particulas por hora.
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3 Distribuciones de Probabilidad

Cual es la probabilidad de que en 5 horas se emitan mas de 3 y menos de 7 particulas?
Para encontrar la probabilidad solicitada se debera calcular

PB<X<7)=PA4<X<6)=pu)+ps) +De)

Ahora, si A = emisiones/hora, el nimero promedio esperado para 5 horas serd = A\t =
0,8 x 5 =4 emisiones. Entonces, las probabilidades requeridas son

pay =€ *4%/41 = 0,1954
psy =€ *4°/5! = 0,1562
Py =€ *4%/6! = 0,1041
por lo que, la probabilidad total buscada es P(3 < X < 7) = 0,4557.

Funcion de probabilidad acumulada

Las probabilidades acumuladas de la funcién de probabilidad de Poisson también pueden
venir tabuladas, donde las entradas usuales son el parametro p y el nimero de éxitos x.

1L

1.8 19 2 2l Foegs 23 24 2,5 2.6 27

0,1653 01496 0,353 01225 0,1108 01003 0,097 00821 00743 00672
04628 04337 0406 03796 03546 03309 03084 02873 02674 0,2487
0,7306 07037 06767 06496 06227 0596 05697 0,5438 05184 0,4936
0,8913 0,8747 08571 0,8386 0,8194 07993 0,7787 07576 0,736 0,7141
0,9636 09559 09473 09379 09275 09162 09041 0,8912 08774 0,8629
0,9806 09868 09834 09796 09751 097 09643 0958 0951 09433
09974 09966 09955 09941 09925 09906 09884 09858 009828 09794
09994 09992 09989 09985 0,998 09974 09967 09958 09947 09934
09999 09998 09998 09997 09995 09994 09991 09989 009985 0,9981
10.000 10.000 10.000 09999 09999 09999 09998 09997 09996 0,9995

10,000 10.000 10.000 10.000 09999 09999 0,9999

00 =1 oy L e e o O

Su utilizacién es la misma que la realizada con las tablas binomiales, pero veamos un
ejemplo para clarificar. Supéngase que el nimero de impulsos que recibe una central
telefénica es una variable que se distribuye como Poisson. El promedio es de 120 impulsos
recibidos por hora. La central tiene una capacidad maxima de 4 impulsos por minuto.
Cual es la probabilidad de que en un minuto determinado la central se congestione?. La
central comenzard a fallar cuando el nimero de impulsos sea superior a 4 por minuto,
de modo que la probabilidad solicitada es P(X > 4). Si A = 120 impulsos/hora =
120 impulsos/ 60 minutos = 2 impulsos/minuto, entonces se tiene que p = A\t =
(2 impulsos/minuto)(1 minuto) = 2 impulsos. Entonces entramos en la tabla con los
valores x =4 y u = 2 y tenemos que la probabilidad buscada es

P(X>4)=1-P(X <4)=1-F(4)=1-0,9473 = 0,0527
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3 Distribuciones de Probabilidad

Valor esperado y Varianza

El valor esperado y la varianza de la distribucién Poisson son iguales: p = o?2.

Apliquemos esto en el siguiente ejemplo. Sea X
una variable que se distribuye segin el mode-
lo de Poisson, sabiendo que g = 9 calcule la
probabilidad que tiene la variable aleatoria de -
ser mayor o menor a la media en mas de una

desviacién estandar (o, es decir, la raiz de la

varianza). La probabilidad solicitada es _m H

HWﬂnﬁn

012345678 91011121314151617
PX<(p—0)oX>(p+o0) D !
L0 pto
Como se sabe que en el modelo Poisson p = o2,
se deduce que 02 = 9. Por lo tanto, la desvia-

cién estandar es o = v/9 = 3, de modo que la probabilidad que buscamos es:

PIX<(9-3)0X>(943)]=P[X <60X>12 = P(X <6)+ P(X >12) =
= P(X <5)+1-P(X <12) =0,1157+ 1 — 0,8758 = 0,2399

Relacion entre los modelos Binomial y Poisson

Observar que la deduccién de la funciéon de probabilidad del modelo de Poisson se hizo
a partir de la funciéon de probabilidad del modelo binomial. Con este propdsito, en
un experimento binomial se aumentd infinitamente el niimero de repeticiones n, y la
probabilidad de ocurrencia del éxito se disminuyé proporcionalmente a este aumento,
p = A/n. Si siguiésemos dentro del marco binomial, el calculo mediante la funcién de
probabilidad se dificulta porque hay que trabajar con factoriales muy grandes. De modo
que en cualquier ensayo de Bernoulli donde n sea muy grande y p muy pequeno, se puede
utilizar la funcién de Poisson para calcular las probabilidades de ocurrencia del éxito,
sabiendo que p = np.

3.1.4. Otros modelos discretos

A continuaciéon se mencionan las caracteristicas principales de 3 modelos discretos
usados comunmente.

Modelo geométrico

Supongamos que ensayos independientes, cada uno teniendo probabilidades p, son rea-
lizados hasta que un evento dado ocurre por primera vez, sin limite en el nimero de
ensayos realizados. Si un evento es observado por primera vez después de x ensayos,
significa que fallé z — 1 veces, es decir, esto pasa con probabilidad (1 — p)®~!. Cuando
el evento finalmente ocurre, lo hace con probabilidad p. Entonces puede verse que la
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3 Distribuciones de Probabilidad

funcién probabilidad vendra dada por
P)=01-p)*p z=12,..

Cualquier variable aleatoria cuya probabilidad venga dada por esta ecuacién se dice que
es una variable aleatoria geométrica. El valor esperado para esta distribucién es p = 1/p,
mientras que la varianza es 02 = (1 — p)/p>.

Modelo binomial negativo

Supongamos que ensayos independientes, cada uno teniendo probabilidades p, son rea-
lizados hasta que un total de r eventos éxitosos se han acumulado. Para que el r-ésimo
evento ocurra en el ensayo x, debe haber habido r —1 éxitos en los primeros x — 1 ensayos
y el z-ésimo ensayo debe ser un éxito. Por lo que la funcién de probabilidad es

-1
P(z) = (Z’;—l) pr(l—p)*" x=rr+1,..

Cualquier variable aleatoria cuya probabilidad venga dada por esta ecuacién se dice que
es una variable aleatoria binomial negativa con pardmetro (r, p). Observar que una varia-
ble aleatoria geométrica es una binomial negativa con parametro (1, p). El valor esperado
para esta distribucién es p = 7/p, mientras que la varianza es 0 = r(1 — p)/p?.

Modelo hipergeométrico

Supongamos que una muestra de tamano n es elegida aleatoriamente (sin remplazar) de
una urna que contiene N pelotas, de las cuales m son blancas y N — m son negras. Si
llamamos X el ntumero de pelotas blancas seleccionadas, entonces

N—

() ()
(m)

m
Cualquier variable aleatoria cuya probabilidad venga dada por esta ecuacién se dice que
es una variable aleatoria hipergeométrica. El valor esperado para esta distribucién es
u = nm/N, mientras que la varianza es o2 = %:71‘ np(l — p) con p = m/N. Observar
que si el nimero N de pelotas es considerablemente grande comparado con n, entonces el
nimero de pelotas blancas elegidas tiene aproximadamente una funcién de probabilidad

binomial (el cual es un experimento que se realiza con remplazos).

P(z) = x=0,1,...,n
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3.2. Modelos probabilisticos continuos
3.2.1. Modelo Normal

La distribucion normal fué introducida pro el matematico francés Abraham De Moi-
vre en 1733. De Moivre, quien usé esta distribucién para aproximar las probabilidades
conectadas con lanzar una moneda, la llamé curva exponencial con forma de campana.
Su utilidad, sin embargo, fué demostrada en 1809, cuando el famoso matemé&tico aleméan
Karl Friedrich Gauss la usé como una parte integral de su aproximacién para predecir
la ubicacién de objetos astronémicos. Como resultado, resulté comin después de esto
que la denominaran distribuciéon Gaussiana. Durante la segunda mitad del siglo XIX, la
mayoria de los estadistas comenzaron a creer que la mayoria de los conjuntos de datos
tenian histogramas con la forma de campana de una distribucién gaussiana, por lo que
comenzo a ser aceptado que es normal para cualquier conjunto de datos con forma de
campana estar descripto por esta curva. Como resultado de esto, y siguiendo el camino
del estadista britdnico Karl Pearson, la gente comenz6 a referirse a la distribucién gaus-
siana como la curva normal.

La funcién de probabilidad de la distribucion normal sirve de modelo para una gran
cantidad de variables continuas naturales, tales como la temperatura, la humedad, la
precipitacion, la altura, el peso, la concentracién, el coeficiente de inteligencia, los erro-
res instrumentales, etc. Igualmente, la distribucién de muchos estadisticos tiende hacia
la distribucién normal, por lo cual esta distribucién adquiere una gran importancia en
el andlisis de datos mediante la inferencia estadistica.

Una variable aleatoria X se encuentra distribuida normalmente si su funcién de proba-
bilidad es la siguiente:

J@) = e 207

o121

Esta funcion esta caracterizada por 2 pardme-
tros: la media p y la desviacion estandar o. El
valor de p define la posicién de la distribucion

y el valor de o define la forma de la distribu- Punta de

foo

Funita ce
., . . . . T inllevidan

cién. La distribucién normal es simétrica, con

un valor maximo para z = p y presenta dos i

puntos de inflexién para z = +o. En la figura

de la derecha pueden verse dichos puntos, como

asi también las areas contenidas por los interva- }.r!_w,., ,.12.; ,111., B pHe pJ'rzu ,.'+2¢
. . . , | S

los definidos por 1, 2 y 3 desviaciones estandar \ ‘\ 68,370 } }

alrededor de . La funcién de probabilidad f(x) 22.4%%

. . . 99,7%
tiende a cero a medida que x tiende a Fo0, por

lo que las dos colas de la distribucién se apro-
ximan asintéticamente a cero. Cuando una va-
riable aleatoria sigue la distribucién normal se indica X : N(u;0). Por tratarse de un
modelo para variables continuas, la probabilidad de que la variable se encuentre en un
intervalo se obtiene integrando la funcién f(x) entre los limites del intervalo. Igualmente,

39



3 Distribuciones de Probabilidad

se pude calcular la probabilidad utilizando la funcién acumulativa ®(x) (ver Seccién 2).
En el caso de distribuciones discretas, los valores de la funcién acumulativa estan ta-
bulados para diferentes valores de los pardmetros que caracterizan estas distribuciones.
Esto no es posible en el caso de la distribucién normal porque al ser aplicable a variables
continuas existen infinitos valores de p y o.

Afortunadamente, esta situacién se resolvié ta-
bulando las probabilidades acumuladas para
una Unica distribucién, con valores de pu y o
especificos, y mediante el procedimiento de ti-
pificacién se puede transformar cualquier varia-
ble normal en esta variable estandar o patroén.
La variable que se seleccioné como estandar
es aquella cuya funcion tiene como pardmetros
=0y o =1, porlo cual se le denominé varia-
ble normal estdndar, unitaria o tipificada, iden-
tificandose con la letra Z para diferenciarla de
las otras variables cuyas distribuciones de probabilidad tienen p # 0 y o # 1 . La funcién
de probabilidad de la variable Z es la siguiente:

1 22
J@) = 5 © 2

La probabilidad de encontrar un valor de Z en un intervalo dado, se obtiene calculando
el area que se encuentra entre la curva y el intervalo definido en el eje de coordenadas.
Pero en lugar de integrar f(z) entre los limites del intervalo, esta area se puede calcular
utilizando la tabla de la funcién acumulada ®(z) , que proporciona los valores de inte-
gracién entre —oo y un dado valor de Z.

Transformacion de una variable X en la variable Z

Al tranformar la funcién f(x) en la funcién f(z), lo que realmente se hizo fue sustituir
el término = por la variable z

(z—p)? 22

f@) = dm o5 () = S e

Entonces, cualquier variable X que se distribuye normalmente con u # 0y o # 1, se
puede convertir en la variable Z, restando a todo valor de X su media p y dividiendo
esta diferencia con su desviacién estandar o. Observar que los valores de Z expresan la
distancia de X respecto a su media p en términos de desviacion estandar. Por ejemplo
si un valor de una variable X al transformarse produce un valor de z = 1,5 , este ultimo
indica que el valor de X estd a 1,50 a la derecha de u .
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3 Distribuciones de Probabilidad

Ejemplo: Sea X : N(20;4) y se quiere conocer la pro-

babilidad de que la variable tenga un valor menor a

16. La probabilidad que nos interesa es P(X < 16).  ®w=0.1587
Para poder determinar el valor de esta area mediante

la tabla de probabilidades acumuladas de la distribu- 4 8 1216 20 24 28 32 36 X
cién normal estandar, se debe convertir el valor de x |

en su respectivo valor z, lo cual se hace mediante la Cxen 16220

siguiente operacién: t==g—==0==-1

(x)

x—p 16—-20 1 ‘L
o 4 N

z =

Ahora se busca el drea que se encuentra a la izquierda
de z = —1 en la tabla de probabilidades acumuladas
para la variable Z y se toma dicha 4rea como la pro-
babilidad con que la variable aleatoria X asume un
valor igual o menor a 16. En consecuencia se tiene

16 — 2
P(X <16)= P (Z < 640> _ P(Z < —1) = B(—1) = 0,1587

3.2.2. Modelo Exponencial

Una distribucién exponencial aparece frecuentemen-
te, en la practica, cuando se mide la cantidad de tiempo

hasta que un evento especifico ocurre. Por ejemplo, la 14 b
cantidad de tiempo (comenzando ... ahoral) hasta que \ e
sucede un terremoto, o hasta que estalle una nueva gue- 1, \
rra, o hasta que se reciba una llamada telefénica que  wf *\
resulte ser numero equivocado. Todos estos casos son 5; '\\
variables aleatorias que tienden, en la practica, a tener \'\x\?,\?
distribuciones exponenciales. ”’50 : \2'\‘ iz"’i”’:’;“*w—s
Una variable aleatoria continua cuya funcién de proba- o]
bilidad viene dada, para algin A > 0, por 08 s _— -
0.7 /A
f(x) :{ e o
0 x <0 v
ot
se dice que es una variable aleatoria exponencial con .|/ B
parametro A. La funcién distribucién acumulada expo- % . p 5 y s

nencial viene dada por

T

=1

F(r;)) = P(X <2;) = /0 1 Ae ™M dy = —e M .

En la figura de la derecha pueden verse ejemplos de las funciones de probabilidad expo-
nencial (panel superior) y sus correpondientes funciones acumuladas (panel inferior).
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3 Distribuciones de Probabilidad

El valor esperado para esta distribucién es g = 1/), mientras que la varianza es o2 =

1/A2. Una caracteristica importante que poseen las variables aleatorias continuas con
una distribucién exponecial es que no tienen memoria. Que significa esto? Se dice que
una variable aleatoria no-negativa X no tiene memoria si

P(X>s+t/X>t)=P(X >5s) Vs, t>0

Si pensamos que X es el periodo de vida de algin instrumento, esta ecuacién establece
que la probabilidad de que el instrumento sobreviva por al menos s+t horas, dado que ya
sobrevivié t horas, es la misma que la probabilidad inicial de haber sobrevivido al menos
s horas. En otras palabras, si el instrumento sobrevivié hasta la edad ¢, la distribucién
del tiempo restante de sobrevida es la misma que la distribucién del periodo original de
vida, es decir, es como si el instrumento no recordara que ya ha sido utilizado por un
tiempo t. Observar que la ecuacién antes escrita, es equivalente a la siguiente

P[(X > s+ ) N(X > 1)
P(X >1t)

—P(X>s) —— P(X>s+1t)=P(X >s)P(X >t)

con esta ecuacion, es ficil corroborar que una distribucién exponencial no tiene memoria,
ya que e~ Mstt) — e=Ase=A Por ltimo, resulta que no sélo la distribucién exponencial
no tiene memoria, sino que puede demostrarse que es la unica distribuciéon continua que
tiene esta caracteristica.

Ejemplo: Consideremos una oficina de correos que es atendida por 2 empleados. Supon-
gamos que cuando el senor Pérez entra en el sistema, descubre que el senor Gonzalez
esta siendo atendido por un empleado y el senor Diaz por otro. Supongamos también
que el senor Pérez sabe que serd atendido cuando alguno de los otros clientes se vaya.
Si la cantidad de tiempo que un empleado emplea con un cliente esté distribuido expo-
nencialmente con parametro A, cudl es la probabilidad de que , de los 3 clientes, el senor
Pérez sea el ultimo en irse del correo?

La respuesta se obtiene haciendo el siguiente razonamiento: consideremos el tiempo en
el cual el senior Pérez encuentra un empleado libre. En este punto, alguno de los otros 2
clientes se habrd ido y el otro todavia estard siendo atendido. Sin embargo, debido a la
falta de memoria de la distribucién exponencial, se concluye que la cantidad de tiempo
adicional que esta otra persona (ya sea Gonzilez o Diaz) tendrd que esperar todavia
en el correo también estd regulada por una distribucién exponencial con parametro .
Esto significa, que es la misma cantidad tiempo que faltaria si es que el servicio de esta
persona recién estuviese empezando. Por lo tanto, por simetria, la probabilidad de que
la persona restante termine antes que el senor Pérez debe ser igual a 1/2.
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3 Distribuciones de Probabilidad

3.2.3. Otros modelos continuos

Modelo Gamma

Una variable aleatoria se dice que tiene una distribucién gamma con pardmetros (¢, \)
(ambos mayores que 0) si su funcién de probabilidad viene dada por

Ae A (A\g)t—1

0 Tz <0

donde I'(t) es la llamada funcién gamma, que esta definida como

x
I'(t) = / e Yyl dy = (t — DTt —1)
0

Si t tiene un valor entero n, entonces I'(n) = (n — 1)!. Cuando esto pasa, la distribucién
gamma con parametros (¢, \) surge, en la practica, como la distribucién de la cantidad
de tiempo que uno tiene que esperar hasta que un total de n eventos haya ocurrido. Més
especificamente, si los eventos ocurren aleatoriamente en el tiempo y de acuerdo con
los axiomas de un modelo de Poisson, entonces resulta que la cantidad de tiempo que
uno tiene que esperar hasta que un total de n eventos haya ocurrido serd una variable
aleatoria gamma con pardametros (n,\). Observar que el valor esperado y la varianza
serdn 1 = t/\ y 0? = t/)\? respectivamente.

Modelo Beta

Una variable aleatoria se dice que tiene una distribucién beta si su funcién de probabi-
lidad viene dada por

{ B(; b):na_l(l — z)b1 0<z<l1
0 (=00, 0]U[1, +00)

donde .
B(a,b) = / 21 —2)t de
0

La distribucién beta puede ser usada para modelar fenémenos cuyo conjunto de posibles
valores es un intervalo finito [c, d], donde ¢ denota el origen y d—c es la unidad de medida
que puede transformarse en un intervalo [0, 1]. Cuando a = b, la funcién beta es simétrica
alrededor de 1/2, dando més y més peso a las regiones alrededor de 1/2 a medida que el
valor de a crece. Cuando b > a el pico de la funcién se corre hacia la izquierda, mientras
que si a > b el pico de la funcién se corre hacia la derecha. El valor esperado de la funcion
beta es u = a/(a-+b), mientras que la varianza viene dada por o = ab/[(a+b)?(a+b+1)].
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33. Generadores de nameros (pseudo)
aleatorios

Una herramienta importante para el entendimiento de los fenémenos naturales es si-
mular un proceso natural en forma computacional. Para ello es muy importante contar
con generadores de nuimeros aleatorios. Estas aplicaciones se realizan en muy variados
campos con el fin de emular distintos comportamientos: fisica (por ejemplo, para simular
colisiones entre particulas), ingenieria (diseno de obras hidraulicas, puentes, etc. ), inver-
siones de capital, redes, servicios a clientes, call centers, etc. La simulacién a través de la
computadora es una herramienta poderosa para comprender la naturaleza de sistemas
complejos.

A continuacién analizaremos un conjunto de métodos que permitirdn generar dichos
nimeros basados en reglas o funciones predeterminadas. Ahora, si esto es asi, hay una
pregunta que cabe hacerse y es por qué motivo un nimero generado por una férmula,
la cudl es deterministica, va a resultar aleatorio. La respuesta es que el nimero no es
aleatorio, pero parece serlo, en el sentido en que, en una aplicacion, la relacion real entre
un numero y el siguiente no tiene ningun significado fisico. Las secuencias de ntmeros
generadas en forma deterministica reciben el nombre de secuencias pseudo-aleatorias
o quasi-aleatorias, si bien nosotros nos referiremos a ellas como secuencias aleatorias,
sobreentendiendo que sélo ”parecen.2leatorias. Numeros aleatorios generados en forma
deterministica en una computadora funcionan muy bien en muchisimas aplicaciones,
siempre que el método de generacién sea bueno.

Como dijimos en el parrafo anterior, la idea es generar nimeros pseudo aleatorios a
partir de reglas deterministicas. Estos niimeros ”lucencomo aleatorios y deberian tener
muchas de sus propiedades. Con esto, uno podria decir que son ”buenos”. Ahora, qué sig-
nifican las palabras ”lucenz ”bueno.®" este contexto es algo que deberia ser especificado.
Uno quisiera tener niimeros aleatorios de tal manera que cada niimero tenga verdadera-
mente la misma probabilidad de ocurrencia. Adem4s, si dos niimeros generados difieren
muy poco, los nimeros aleatorios que surgen a partir de ellos deberian diferir sustancial-
mente, es decir, numeros consecutivos deberian tener baja correlaciéon. A continuacion,
se describen algunos de los generadores més conocidos que intentan cumplir con estas
condiciones.

3.3.1. Numeros aleatorios uniformes

El método mas simple para generar nimeros aleatorios son los generadores de con-
gruencia lineal. Ellos generan una secuencia 1, xs, .... de nimeros enteros entre 0 y m—1
usando una regla recursiva

Tpt1 = (axy + ¢) mod(m) = mod(ax, + ¢ ; m)

El valor inicial zg se le llama semilla. Para generar r ntimeros aleatorios distribuidos en
el intervalo [0, 1) se tiene que dividir el niimero aleatorio por el médulo de m.
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Observar que se tienen que elegir los pardmetros a,c,m de manera de obtener ”bue-
nos”’numeros aleatorios, donde ”bueno”significa ¢con poca correlacion”.

Ejemplo: Para ver que significa ”generador malo”, con-
sideremos un ejemplo con pardmetros a = 12351, ¢ = 1,
m = 2" y una semilla con valor zy = 1000. Se genera- R —
ron r=10000 niimeros aleatorios dividiendo cada uno de 16| '
ellos por m. Ellos estén distribuidos en el intervalo [0, 1). '
Su distribucion puede verse en el panel superior de la fi-

plx)
T
.S

gura de la derecha. La distribucion luce casi plana, pero og |
si se mira de cerca presenta ciertas irregularidades. Es- ol
tas irregularidades pueden ser estudiadas analizando las L T T S

k — tuplas de k ntimeros aleatorios (, Tit1, ..., Titk—1)-
Un buen generador de nimeros aleatorios no mostraria
correlaciones y llenaria el espacio k—dimensional unifor-
memente. Desafortunadamente, los generadores de es-
te tipo, yacen en planos de (k — 1) dimensiones. Puede
demostrarse que hay a lo sumo m!/* de esos planos y
un mal generador tiene muchos menos. Ese es el caso
de nuestro ejemplo. La distribucién de los ntmeros de
nuestro ejemplo puede verse en la correlacién de dos pun-
tos x;41(x;) entre sucesivos nimeros aleatorios x;, ;1
mostrada en el panel central de la figura. Es bastan-
te evidente que existen pares sucesivos de nimeros que
estan altamente correlacionados, es decir, que los ntime-
ros no son tan aleatorios como quisiéramos. Un ejemplo
extremo serfa usar a = 1234500, ya que solo 15 nimeros
diferentes pueden crearse (con 1000 de semilla) hasta
que la iteracion se detiene en un punto fijo. Ahora, si
eligiésemos a = 12349, la correlacién de dos puntos luce como la mostrada en el panel
inferior de la figura. Obviamente, el comportamiento es mucho mas irregular, aunque
algunas correlaciones pobres podrian ser visibles para altas k—tuplas. Un generador que
ha pasado varias pruebas empiricas es con a = 7° = 16807, m =231 — 1y ¢ = 0. Si se
desea implementar dicho generador debe tenerse cuidado porque durante el célculo se
generan numeros que sobrepasan los 32 bits.

Hasta ahora, hemos visto como generar nimeros aleatorios que estén distribuidos alea-
toriamente entre [0,1). En general, estamos interesados en obtener nimeros aleatorios
que estén distribuidos de acuerdo con una dada distribucién de probabilidades p(x). A
continuacién varios métodos que nos permitiran lograr esto.
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3.3.2. Variables aleatorias discretas

En el caso de distribuciones discretas con un numero finito de resultados, se pueden
crear tablas de posibles resultados junto con sus probabilidades p(z;), asumiendo que
los z; estan elegidos en orden ascendente. Para elegir un ntimero x, uno tiene que elegir
un nimero aleatorio u el cual tiene que estar distribuido uniformemente entre [0,1) y
tomar la entrada j de la tabla tal que si definimos la suma s; = Zi:l p(zy), entonces
sj—1 < u < sj. Notar que se puede buscar rapidamente en la tabla usando el método
de biseccién. El vector s; puede dividirse en 2 mitades, elegir la mitad que contiene
u, dividirla en 2 nuevas mitades, elegir la mitad que contiene u, y asi sucesivamente,
continuar hasta llegar a la condicién deseada, es decir determinar j. De esta manera,
generar un nimero aleatorio tiene una complejidad temporal que crece logaritmicamente
con el nimero maximo de entradas de la tabla.

3.3.3. Maétodo de Inversion

Dado un generador de niimeros aleatorios, el cual se asume que genera niimeros alea-
torios U uniformemente distribuidos en [0,1), queremos generar nimeros aleatorios Z
con probabilidad pz(z). La correspondiente funcién distribucién es

z

Fz(z)=P(Z < 2) E/ pz(2) d7
—0o0
El objetivo es encontrar la funcién g(u) tal que, después de la tranformacién Z = g(U),
los resultados Z estén distribuidos de acuerdo con la ecuacién anterior. Se asume que g
puede ser invertida y que es estrictamente creciente. Entonces se obtiene

Fy(2) = P(Z < 2) = P(g(U) < ) = P(U < g™\(2))

Ya que la funcién distribucién Fy(u) = P(U < u), para una variable distribuida uni-
formemente se tiene que Fy7(u) = u, entonces Fz(z) = g~!(z). Entonces, uno sélo debe
elegir g(z) = F, !(2) como funcién transformacién para obtener ntimeros aleatorios que
estén distribuidos segin Fz(z). Por lo tanto, este método sélo funciona si Fy puede
ser invertida. Observar que si este no es el caso, entonces debermos usar alguno de los
métodos que describiremos en las subsecciones siguientes, o se pueden generar tablas de
la funcién distribucion y usar el método para variables discretas que vimos anteriomente.

Ejemplo: Dada una distribuciéon exponencial con parametro u, y
funcién distribucién acumulada Fz(z) = 1 — exp(—z/u), se pue-

den obtener niimeros aleatorios distribuidos exponencialmente Z .
generando numeros aleatorios uniformemente distribuidos u y eli- '
giendo z = —pIn(1 — u). En la figura de la derecha puede verse
este ejemplo usando 10° nimeros aleatorios generados con p = 1.
La gréafica esta en escala logaritmica en el eje y. Solo para valores ‘
grandes se observan desviaciones de la distribucién tedrica. Esto U
se debe a fluctuaciones estadisticas ya que pz(z) es muy chica en

ese rango.
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3.3.4. Método de Rechazo

Como ya se menciond anteriormente, el método de

inversion sélo funciona cuando la funcién distribucién
puede invertirse analiticamente. Cuando tenemos fun-
ciones distribucién que no cumplen con esta condicién,
algunas veces se puede solucionar este problema crean-
do nimeros aleatorios y combinandolos de una manera
inteligente.
El método de rechazo funciona para variables aleatorias
donde la funcién de probabilidad p(z) puede limitarse en
un cuadrado [xg, 1) X [0, Ymaz), €s decir, p(x) = 0 para
x ¢ [xo,x1] y p(2) < Ymaz- La idea bésica para generar
numeros aleatorios distribuidos de acuerdo con p(x) es
generar pares (z,y), distribuidos uniformemente en [z, z1) X [0, Ymaez] y aceptar sélo
aquellos nimeros x tales que y < p(z), es decir, los pares de puntos que se encuentran
por debajo de p(x) (ver figura). De esta manera, la probabilidad de los x elegidos es
proporcional a p(x), como se deseaba. El método de rechazo puede ser aplicado siempre
que la funcién de probabilidad se pueda encuadrar, pero tiene la desventaja que muchos
mas numeros aleatorios han sido generados que los que son usados. Si el drea cuadra-
da es A = (%1 — Z0)Ymaz, UNO tiene que generar, en promedio, 2A numeros aleatorios
auxiliares para obtener un niimero aleatorio que caiga dentro de la distribucién. Si esto
provoca que el método sea poco eficiente, se puede optar por considerar varias regiones
cuadradas para diferentes partes de la funcién probabilidad.

3.3.5. Método de Box-Miiller

En el caso de que la funcién distribucién no pueda in-
vertirse ni que la probabilidad pueda encuadrarse, se tie-
ne que aplicar métodos especiales. Tomemos como ejem- o —————
plo el caso en el que necesitemos generar nimeros alea- ' '
torios a partir de una distribucién normal o gaussiana. _
En la figura de la derecha puede verse una distribucién 2 4

04 r

Palx)

normal con media y = 0y varianza o2 = 1. Esta funcién 0z b ‘

no puede invertirse, ni puede encuadrarse, ya que va des- / )

de —o0 a 4-00. Por lo tanto, para lograr nuestro objetivo ! / A
utilizaremos el método de Box-Miiller. Se necesitan 2 o "'/'_2 : 2\ A

variables aleatorias Uy y Us uniformemente distribuidas
en [0,1) para generar dos variables gaussianas indepen-
dientes N7 y Ns. Esto puede lograrse generando w1 y us
a partir de Uy y Uy y asignando

ny =/ —2log(l — u1) cos(2mu2) ng = +/—2log(l — uy) sen(2mwus)

Los puntos que se muestran en la figura son 10* niimeros aleatorios generados con este
método.

47



3 Distribuciones de Probabilidad

3.4. Caracterizacion completa de las
distribuciones de probabilidades

3.4.1. Momentos de una distribucion

Hemos visto en las secciones anteriores, que una manera de caracterizar una distribu-
cién de probabilidades es establecer dos pardmetros conocidos como el valor esperado u
y la varianza o? definidos por:

N N
n=3wpla) = B(X)  o®= (Z x%pw)) — i’ = B(X?) - B(X)?
=1 =1

los valores E(X) y E(X?) se denominan los valores de expectacién de la variable X
de primer y segundo orden respectivamente, y son mejor conocidos con los momentos
de primer y sequndo orden de una distribucién. Una caracterizacion ¢completa”de una
dada distribucién se logra cuando se estudian todos los momentos hasta orden n de una
distribucién, es decir, cuando se conocen los

N
B(X")=> aplx;)  conn=1,23/4,..
=1

Hasta ahora sabemos que F(X) estd directamente relacionado con el valor promedio de
una distribucién (i), mientras que con E(X?) y E(X) podemos tener una idea de la
dispersion de los valores de la variable alrededor de su media (o). A modo de ejemplo,
podemos ver que la informacién brindada por los momentos E(X?3) y E(X?) esté inti-
mamente relacionada con la forma de una distribucién. Estos dos momentos generan
dos parametros conocidos como Skew-
ness y Kurtosis. La skewness es una
medida de la asimetria de una distri-

bucién respecto a su valor medio y \\\ /_
esta definida por \‘ f
_ B =30 b Bl | |/
fy B 0-3 - 0.3 I - » — =
Skewness negativa Skewness positiva

En la figura de la derecha pueden verse
dos ejemplos de skewness negativa y
positiva. Por otro lado, la kurtosis es una medida de cuan sobresaliente es el pico de una
distribucién y suele vernir definido como
B(X*) —4uB(X°) + 3 E(X?) + p* _ E[(z — p)*]

ol

Si a esta definicién le restamos el valor 3, estariamos haciendo una comparacién de
cuan sobresaliente es el pico de la distribucion comparado con una distribucién normal.
Bajo esta condicién se suele denominar mesokurtica a la distribucién igual a la normal,
leptokurtica cuando k — 3 es positivo y platikirtica cuando k — 3 es negativo.
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Observar que hemos detallado las ecuaciones para el cdlculo de los momentos en el caso
de distribuciones discretas solamente. De manera andloga podemos definir los momentos
para distribuciones continuas como

+0o0
E(X™) = / 2" f(x)dz
—0o0

Por 1ltimo, es necesario notar la importancia del conocimiento de los momentos de una
distribucién en la estadistica. Los momentos caracterizan de tal forma a las distribuciones
que si los momentos de dos distribuciones son iguales, diremos que las distribuciones son
iguales. Ademds, podemos decir que dos distribuciones son més semejantes cuanto mayor
sea el nimero de los momentos que coinciden.

3.4.2. Funcién generatriz de momentos

Una manera de calcular facilmente los momentos de una distribucion, es mediante el
uso de la funcion generatriz de momentos. Para una variable aleatoria X, la funcién
generatriz de momentos se define como

Gx (k) = E[e*¥] = / ek f (x)dx

donde R, es el rango espacial de la variable X. Observar que cuando z va de menos
a mas infinito, la funcién generatriz es la transformada de Fourier de f(x) por lo que
la funcién distribucién de probabilidades seria la transformada inversa de Fourier de la
funcién generatriz.

A partir de la funcién generatriz podemos calcular todos los momentos de la variable
aleatoria X. Cuando estos momentos X" existen, Gx (k) puede ser desarrollada como
una serie de Taylor alrededor de k£ = 0, y por lo tanto se deduce que

: — (ik)"
Ele*¥) =3 (n!)Mn
n=0

con
1 d"Gx (k)
o dEn ‘k:o
en esta ultima ecuacién tenemos todos los momentos de la variable aleatoria X expresa-
dos en términos de su funcién generatriz y, por lo tanto, esta expresién resulta muy ttil
para el calculo, en particular, del valor promedio y la varianza de X.
Por ultimo, y a los fines puramente précticos, podemos simplificar la expresion para Gx,
olviddndonos de la parte compleja y escribir las ecuaciones de la siguiente manera, tanto

para distribuciones continuas como discretas:

Gx (k) = E[e"X] = / er f(x)dx Gx (k) = E[e"X] = Zekmp(x)
- R,

M, = B(X") =
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3.4.3. Cumulantes de una distribucion

Otra manera de analizar las distribuciones es mediante el uso de los cumulantes. Los
cumulantes K,, de una variable aleatoria X estan definidos por las siguientes relaciones

n

Gxt) = B = 3 0y o1 5 Oy ey (Z WKTL)
’ n=1 ’ ’

n n!
n=0

o0 . (o] .
k)™ ik)™
ln(GX(k:)):ln<1+Z( ,) Mn> :Z( ) K,
n=1 ’
De estas relaciones se deduce que los primeros n cumulantes pueden ser expresados
por los primeros n momentos y viceversa. Estas relaciones hasta n = 4 se escriben

explicitamente como:

Ky = M

Ky = My— M?

K3 = Ms—3M My + 2M}

Ky = ]\44—3]\422—4]\41]\434—12]\412]\42—6]\4{l
M, = K;

My = K+ K?

M3 = K3+3K1K2—|—Kf’
My = Kyi+3K3+4K K3+ 6K2Ky+ K

Observar que el primer cumulante es igual al primer momento y el segundo cumulante
a la varianza. A veces resulta 1til considerar densidades de probabilidad para las cuales
todos los cumulantes, excepto los dos primeros, se anulan. Cuando ese es el caso, puede
verse que la funcién generatriz queda

k‘2
Gx(k) = exp (ikKl - 2K2>
Haciendo la anti-transformada llegariamos a que la funcién distribucion descripta por
esta funcién generatriz, es la distribucion normal o gaussiana. Con lo cual concluimos

que una variable aleatoria tiene una funcién de probabilidad normal si y solo si todos
sus cumulantes K, se anulan para n > 2.
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4. Inferencia Estadistica

Se menciond con anterioridad que la inferencia estadistica tiene como problema ge-
neral el establecimiento de las propiedades de un fenémeno aleatorio estudiando una
parte del mismo. La teoria de probabilidad genera los modelos que describen la distribu-
cion de probabilidades de los resultados de un experimento aleatorio, mientras que los
métodos de inferencia estadistica evaliian las caracteristicas de una parte del fenémeno
y utilizando esos mismos modelos de probabilidad producen por induccién, conclusiones
sobre la totalidad del fenémeno. En la estadistica inferencial existe toda una terminologia
que identifica las diferentes partes y procesos involucrados. Con el propdsito de manejar
adecuadamente esta terminologia serd necesario definir algunos conceptos bésicos, para
luego estudiar algunas propiedades de la porcién estudiada del fenémeno, asi como la
relacién funcional que existe entre ella y el colectivo.

21. Conceptos importantes
4.1.1. Universos, poblacién y muestra

Un fenémeno aleatorio es toda manifestaciéon material susceptible de observarse o me-
dirse mediante los sentidos o instrumentos en individuos, cosas o elementos similares que
forman parte de un colectivo denominado Universo. Este colectivo puede estar formado
por un numero finito o infinito de tales unidades. Una Observacion es un dato o valor
numérico que se obtiene al calificar o cuantificar una caracteristica en las diferentes uni-
dades. El conjunto de observaciones origina una Poblacion, la cual puede estar formada
por un nimero finito o infinito de datos o valores numéricos. Una Muestra es un conjunto
formado por n observaciones extraidas de la poblaciéon. El ntimero n de observaciones
define el tamafio de la muestra.

Conjunto de

Subconjmin
elementos Ohsenacion de ':1:;:‘.05
Universo Poblacion Muesira
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Ejemplos:

4 Inferencia Estadistica

@

Un productor agricola quiere
conocer algunas caracteristi-
cas de las mazorcas de maiz
producidas en una parcela.
Para tal fin selecciona 50 ma-
zorcas y cuenta el niimero de
granos en cada mazorca .

Universo: todas las mazorcas de maiz que pro-
dujo la parcela. Universo finito.

Poblacion: todos los valores de la caracteristica
numero de granos de cada mazorca. Poblacién
finita.

Muestra: 50 valores de la caracteristica niimero
de granos.

El mismo productor selec-
cion6 20 mazorcas y deter-
miné el peso de cada una.

Universo: el mismo del ejemplo anterior.
Poblacién: todos los valores de peso de cada
IMAaZOrca.

Muestra: 20 valores de la caracteristica peso de
cada mazorca.

(III) Un bidlogo quiere conocer al-

gunas caracteristicas de los
rabipelados Didelphus marsu-
pialis. Seleccion6 100 indivi-
duos y le determiné a cada
uno el numero de glandulas
sebaceas en los miembros an-
teriores.

Universo: conjunto de rabipelados de la especie
Didelphus marsupialis. Universo infinito forma-
do por todos los ejemplares que viven vivieron y
los que van a existir en el futuro.

Poblacion: todos los valores de la caracteristica
numero de glandulas sebaceas. Poblacién infini-
ta.

Muestra: 100 valores de la caracteristica nime-
ro de glandulas sebaceas.

(IV) El bidlogo del ejemplo ante-

rior midié el contenido de he-
moglobina en la sangre de 500
rabipelados.

Universo: igual al anterior.

Poblacién: todos los valores de la concentraciéon
de hemoglobina. Poblacién infinita.

Muestra: 500 valores de la caracteristica con-
centracion de hemoglobina.

Otro bidlogo desea conocer el
tamano de los sapos del género
Atelopus que viven en la selva
de Monte Zerpa. Captur6 35
individuos y midié la longitud
del cuerpo de cada ejemplar.

Universo: todos los sapos del género Atelopus
que viven hoy en Monte Zerpa. Universo finito.
Poblacién: todos los valores del tamano. Pobla-
cién finita.

Muestra: 35 valores de longitud o tamano.
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De los ejemplos anteriores se pueden obtener dos conclusiones importantes: la primera es
que los conceptos de universo y poblacién son relativos y es el investigador quien deter-
mina, segin su interés, la extensién del universo y, consecuentemente, la de la poblacién
a estudiar. Asi vemos como en los ejemplos (III) y (IV) el bidlogo al decidir estudiar
los rabipelados al nivel taxondémico de especie, estaba también decidiendo estudiar un
universo infinito. Por el contrario, en el ejemplo (V) limité su estudio a los sapos del
género Atelopus que viven en un sitio determinado, es decir que decidié trabajar con
un universo finito. La segunda conclusién que puede obtenerse es que de un universo se
pueden generar varias poblaciones. Asi vimos que del mismo universo de mazorcas se
gener6 una poblacién de nimeros de granos (I) y otra de peso de los granos (II). En la
siguiente figura puede verse un esquema relacionando la probabilidad y la estadistica,
ahora incluyendo los conceptos nuevos.

Probabilidad Universo

Medicion o contaje

4.1.2. Parametros y estadisticos

Cuando estudiamos un fenémeno aleatorio, real-
mente lo que estamos haciendo es analizar las pro-
piedades de las diferentes poblaciones de las va-
riables que lo caracterizan. Muchas de las propie-
dades poblacionales son descritas por valores que
reciben el nombre genérico de Pardmetros. Por lo
general los parametros se identifican mediante una

. , . . Parimetros Estadisticos
letra griega y son valores Uinicos que no cambian Poblacionales Muestrales

entre tanto no cambie la composicion de la pobla-

cién. Algunos de los parametros poblacionales mas

importantes son: el promedio (i) , la varianza ( 02 ) y la desviacién ( ¢ ) . Las muestras
también tienen caracteristicas propias y relacionadas funcionalmente con las propieda-
des de la poblacion. Estas caracteristicas muestrales reciben el nombre de FEstadisticos,
y a diferencia de los parametros son variables y cambian de muestra a muestra. Los
estadisticos se identifican con letras del alfabeto romano y entre los més importantes se
pueden sefialar la media aritmética ( X ); la varianza ( S? ) y la desviacién estandar (

S).
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a2. Muestra y Muestreo

4.2.1. Muestra representativa

Las muestras deben proporcionar la informacién necesaria (estadisticos), a partir de
la cual se infieren las propiedades (pardmetros) de la poblacién. En una buena muestra
debe estar representada toda o al menos una gran parte de la informacién presente en
la poblacién. Para que una muestra sea representativa debe incluir los valores de la
variable en la misma proporcién como ellos se encuentran repartidos en la poblacion.
En la tabla de la derecha se re-
presenta la produccién porcen-

tual de cuatro diferentes varie- Variedad | Produc. real | Muestra 1 | Muestra 2
dades de soja obtenida en una A 52 % 25 % 49 %
determinada regién y los valo- B 24 % 35% 26 %
res de esta misma produccién de C 18% 22 % 17%
acuerdo con lo estimado con dos D 6 % 18% 8%

muestras. De la tabla se deduce

que la distribucion de la produc-

cién de soja evidenciada por la muestra 2 y la distribucién de la produccion real son muy
parecidos, por lo tanto, se puede decir que la muestra 2 es representativa de la produc-
cion de la poblacién. Por el contrario, la muestra 1 proporciona una distribucién de la
produccién que no se corresponde con la de la regién y, obviamente, no es representativa.
Lograr que una muestra sea representativa es una tarea dificil, especialmente si se trata
de poblaciones infinitas. Una manera de hacerlo es tomando muestras grandes, ya que
se incrementa la posibilidad de que todos los grupos de valores de la variable que ca-
racteriza la poblacion estén representados. Sin embargo, este procedimiento, ademas de
desvirtuar el fundamento de la estadistica inferencial, puede significar incrementos im-
portantes en los costos, en el tiempo o en la dificultad para manejar una mayor cantidad
de informacion.

4.2.2. Muestreo aleatorio

Otra manera de lograr que una muestra sea representativa es eligiendo aleatoriamente
los valores que van a formar parte de la muestra. Mediante el muestreo aleatorio todos
los valores de la poblacién tienen la misma posibilidad de ser elegidos, de modo que si
se toma una muestra de un tamafno adecuado y se eligen aleatoriamente los elementos
que la conforman se estd asegurando la representatividad de la muestra. El muestreo
aleatorio puede ser simple o restringido.

El siguiente ejemplo puede aclarar el funcionamiento del muestreo aleatorio simple.
Supongamos que se quieren seleccionar 24 ratones de un grupo de 100 con el propésito
de determinar la concentraciéon promedio de una hormona en el grupo de animales.
En primer lugar es necesario advertir que un universo de este tipo puede ser bastante
heterogéneo, puesto que puede estar formado por individuos con diferentes progenitores,
sexo, tamano, peso, edad, etc. Consecuentemente la poblacién de valores de la hormona
también es heterogénea. Para que la muestra sea representativa es necesario que en ella
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estén presentes valores provenientes de todas las categorias y en la misma proporcién
como estan repartidas en la poblacion. Si elegimos aleatoriamente los ratones, cada
uno de ellos tiene la misma posibilidad de ser seleccionado y la probabilidad de que
cada caracteristica sea escogida es proporcional a su tamano. Estas dos cualidades del
proceso de eleccion deben hacer que la composicién de la muestra se aproxime a la de la
poblacion.

En muchas ocasiones el tamafio de la muestra no es lo suficientemente grande para
asegurar que las distintas categorias de valores de una poblacién estén representadas
proporcionalmente. Si no es posible aumentar el tamano de la muestra, se puede recurrir
a un muestreo aleatorio restringido, el cual aumenta la posibilidad de obtener muestras
representativas. Entre los varios tipos de muestreo restringido que existen se pueden
mencionar los siguientes: el muestreo estratificado, el muestreo por agrupamiento, el
muestreo sistematico, el muestreo secuencial, etc. A modo de ejemplo contaremos el
procedimiento para el muestreo estratificado. En este tipo de muestreo se divide la
poblacién en estratos o subpoblaciones dentro de las cuales se procede a realizar un
muestreo aleatorio simple. El tamano de las muestras pueden ser proporcional al tamano
de los estratos o todas pueden ser del mismo tamano independientemente del tamano de
los estratos. Volvamos al ejemplo de los ratones. Las mismas caracteristicas ya nombradas
nos pueden servir para estratificar la poblacién. Por ejemplo, podemos clasificar los
ratones de acuerdo al estado de desarrollo del proceso reproductivo en tres categorias:
inmaduros, maduros y post-reproductivos. La muestra de 24 valores de la hormona que
se estd estudiando se puede medir seleccionando aleatoriamente el mismo nimero de
ratones dentro de cada una de estas categorias, o seleccionando dentro de cada categoria
un ndmero de ratones que sea equivalente a su proporcién en la poblacion.

43. Distribuciones Muestrales

Como ya sabemos un estadistico es una
propiedad muestral cuyo valor cambia de
muestra a muestra, por lo cual se compor-
ta como una variable aleatoria. En conse-  publaciin
cuencia debe existir un modelo o funcién
de probabilidad que describa su distribu-

cién de probabilidades, la cual se deno-  Muestras

mina distribucién muestral. En la figu-

ra de la derecha puede verse un esquema Distribuciin de valores del estudistico §
que describe la idea. La importancia de

conocer y comprender las distribuciones Funcidn de probabilidad |55
muestrales resulta del valor que ellas tie-

nen para la inferencia estadistica . En es- Dvistribucién probabilistica de é

. . (Thsiribucitn Mucstral)
ta primera parte, solo nos intersa conocer

las principales distribuciones y familiari-
zarnos con sus propiedades.
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4.3.1. Distribucion de la media muestral

Si de una poblacién de valores de una variable aleatoria X que se distribuye normal-
mente con media p, y varianza o2 se extrae una muestra de tamafio n, entonces se puede
calcular la media ( T ) de la muestra. Esta media representa una de las muchas medias
muestrales que se pueden extraer de la poblacién de valores de la variable X. Por lo
tanto, la media muestral, a su vez, es una nueva variable aleatoria X que conforma una
nueva poblacién cuyos parmetros uz y a% se pueden deducir mediante la aplicacién de

la denominada propiedad reproductiva de la distribucion normal.

4.3.1.1. Propiedad reproductiva de la distribucién normal

Sean X1, Xo , X3 ,..., Xn , variables que se distribuyen normalmente, con la misma
media: (b1 = fo = U3 = ... = [y Y la misma varianza: 0% = O'% = 0?2) =..= O',?L. La varia-

ble que resulta de la suma de las n variables individuales: X = X1+ Xo+ X3+ ...+ X,
, también se distribuye normalmente con una media: py = p1 + po + p3 + ... + i = np
Yy una varianza: 02 = 02 + 03 + 03 + ... + 02 = no>.

Puesto que es posible demostrar que cada
uno de los valores (x1,x2,x3, ..., T,) que
forman parte de una muestra son una va-
riable aleatoria que proviene de una mis-
ma, poblacién, se puede concluir que la

Publacion de valores
de: Lo variable X

media muestral es una variable que re-  Zeleccion aleatoria x, x; X3 X,
. : de n valores de X s —
sulta de la suma de varias variables que v
tienen la misma p y la misma varianza o
Muestra de tamafio n
ST mp xp xe X3 x

< i—=1 L n
X=""—=—+ =+ —+..+—

n n n n n

Poblacion de valores

de la variable ¥

Por lo tanto, la media y la varianza de la
distribucién de medias muestrales seran:

n0'2 0'2

nj
I
n n n

Mz =

8N

Por lo tanto, si se toman muestras aleatorias de la poblacion de una variable X que se
distribuye normalmente, la distribucion de las medias muestrales también es normal con
una media igual a la media de la poblacion de la variable X, y una varianza igual a la de
la poblacién dividida con el tamano de la muestra. La desviacion de la distribucién de
medias muestrales se le denomina error estandar y se obtiene como el cociente entre la
desviacion de la poblacién de la variable X y la raiz cuadrada del tamano de la muestra

oz = o /\/n.
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Ejemplo: Sea una poblacién de una variable que se encuentra distribuida normalmente
con una media y una varianza igual a 800 y 1600 respectivamente, de la cual se seleccionan
aleatoriamente 16 valores. Cudl es la probabilidad de que la muestra tenga un valor medio
menor a 7757

Por la propiedad reproductiva sabemos que la media de una muestra obtenida de una
poblacion de valores distribuidos normalmente, también se distribuye normalmente con
una media y una varianza igual a:

o2 1600

= =—— =100
n 16 0

SN

pz=ps =800 y o

Por otro lado sabemos que para poder encontrar la probabilidad de ocurrencia de la
variable aleatoria X que sigue una distribucién normal es necesario hallar un valor

equivalente en términos de la variable Z, para lo cual recurrimos al estadistico
T — Uy
O / NG

z =

Por lo tanto, la probabilidad deseada es:

_ T — iz 7 775 — 800
P(X§775):P<Z§W>:p 7< X7t ) _plz<

< 1270~ 0,0062
oz O / NG 40 / V16

4.3.1.2. Teorema del Limite Central

La primera versién de este teorema fué propuesta por DeMoivre en 1733 para el caso
especial donde las variables aleatorios eran de un ensayo de Bernoulli con p = 1/2. Esta
fué subsecuentemente extendida por Laplace al caso de probabilidad arbitraria. Laplace
también descubrié la manera mas general de escribir el teorema. Su demostracién, sin em-
bargo, no era completamente rigurosa y, de hecho, no puede hacerse rigurosa facilmente.
Una demostracién completamente rigurosa del teorema del limite central fué presentada
por primera vez por el mateméatico ruso Liapounoff en el periodo de 1901-1902.

A continacién se se plantea el problema, y el correspondiente enunciado del teorema,
acompanado por unos ejemplos graficos.
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Supongamos que se tiene una variable de
la cual se conoce la media p, y la varianza
o2 pero no la forma de su distribucién. Es-
to impide la aplicacién de la propiedad re-
productiva y consecuentemente la deduccién
de los parametros que caracterizan la distri-
buciéon de las medias muestrales. Sin embar-
go, se puede recurrir a otra propiedad de la
distribucién normal conocida como el Teore-
ma del Limite Central, que establece lo siguien-
te:

Sean X1, X2, X3, ..., X,, variables independien-
tes con una misma funcién de probabili-
dad y por tanto con una misma distri-

bucién e igual pu; = po = puz =

= |, e igual varianza o} = 03 =
03 = .. = o2. La variable que resul-
ta de la suma de las n variables indepen-
dientes X = X; + Xy + + X, tam-
bién se distribuye normalmente con una me-
dia: pzy = 1+ p2 + p3 + o + pp =
nj y una varianza: o2 = o0} + o3 +
0?2, + + 07% = no? cuando n es gran-
de.

En términos menos formales, el teorema ante-
rior establece que las medias provenientes de
muestras grandes tomadas de poblaciones con
una distribucién desconocida, se distribuyen
normalmente con media y varianza igual a:

SN
I
S ‘&qw

Hz = Kz Y o:

Por lo tanto, si se desconoce la distribucion de
una variable se puede suponer que aumentando
el tamano de la muestra, la distribucién de la
media muestral se aproximara progresivamente
a una normal. En la practica, se considera que
una muestra de tamafnio n > 30 es lo suficiente-
mente grande para que se cumpla el teorema.
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Distribucién de la poblacién
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4.3.2. Distribucion de la diferencia de medias muestrales

Muchas veces es necesario estudiar dos poblaciones de una misma variable. Suponga-
mos que la variable se distribuye normalmente en ambas poblaciones y que de cada una se
extrae independientemente una muestra aleatoria con tamanos ni y ng respectivamente,
y que ademads se calcula la media de las dos muestras. A partir de éstas dos medias
muestrales es posible generar
nuevas variables que relacionen
las dos poblaciones. Por ejem- Poblacién de la variable X; Poblacién de la variable X,
plo, se pueden sumar, restar,
multiplicar o dividir los valo-
res de las dos medias muestrales ﬂ ﬂ

originar otras variables cuyos
y & , Y Muestra 1 Poblacion de las Muestra 2
valores estarian representados

medlas muestrales
por el resultado de las opera- \ ﬂ
ciones realizadas. De estas nue-
vas variables, la més convenien-
te para la inferencia estadistica
es la diferencia de medias mues- @

trales debido que se conocen las

propiedades de su distribucién ﬂ

de frecuencia. Cuando el mues- AX. N[”(ﬁ)""(ﬂ))
treo de una variable se hace a
partir de poblaciones que se dis- Poblacion de la diferencias de medias muestrales
tribuyen normalmente, la dife-

rencia de medias muestrales es

una nueva variable que de acuerdo con la propiedad reproductiva también se distribuye
normalmente con media y varianza igual a:

IU’(TQ—El) = HUzy — Mz = MHzo — My

2 2
o o
2 _ 2 2 _ Tx2 T1
(@2-71) = O T 03 = 9 n

Conocido el modelo de probabilidad que describe la distribucion de la diferencia de
medias muestrales, se puede calcular la probabilidad de ocurrencia de un determinado
valor de la diferencia de medias muestrales, utilizando la transformacién de Z

g @2 T) ~ ez (T2 =T0) = (pm = im) _ (T2 = T1) = (Hay — i)

0’(52751) 2 2 U% U%
fop= fop= %2 4 %1
7 T 0 a2+
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Ejemplo: Una muestra de tamano 5 se obtiene aleatoriamente en una poblacién de una
variable normalmente distribuida con media igual a 50 y varianza igual a 9 y se registra
la media muestral. Otra muestra aleatoria de tamano 4 se selecciona en una segunda
poblacién de la misma variable cuya media es igual a 40 y su varianza igual a 4. Encuentre
la probabilidad de que el valor de la diferencia de las medias muestrales sea menor a 8,2.
Por la propiedad reproductiva de la distribucién normal sabemos que (X2 — X1) se
distribuye normalmente con una media y una varianza igual a:

[(@y—z1) = Has — flzy = 50 — 40 = 10

2 2

9 Oz Oz 9 4 14
(T A
5 (T2 — T1) — W(za—=1) _82-10 18 1,08
O (za—71) 28 16733

Por lo tanto, la probabilidad buscada es

P(Xy— X1 <82)=P(Z < —1,08) =0,1401

4.3.2.1. La diferencia de medias muestrales y el Teorema del Limite Central

Cuando se desconoce la distribucién de la variable, se pueden deducir las propiedades
de la distribucién de la diferencia de medias muestrales a partir del Teorema, del Limite
Central. Por lo tanto, si el muestreo se realiza a partir de poblaciones con distribucion
desconocida y el tamanio de las muestras es grande (ny y ng > 30), se aplica el teorema
y la distribucion de la diferencia de medias muestrales tendra una media y una varianza
igual a:
K(@o—71) = Hza — Uz = Hap — Hay
2 2

g g
2 2 2 T T
" _ 4 2 1

na ni
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2.4. Métodos Inferenciales

Hasta el momento hemos sentado las bases para el estudio de los fenémenos aleato-
rios en la naturaleza estableciendo: conceptos basicos para la probabilidad, sus princi-
pios y reglas de calculo; definicién del concepto de variable aleatoria y las funciones de
probabilidad que de ellas se derivan; los modelos probabilisticos mas conocidos y sus
limitaciones; y las relaciones existentes entre el universo que describe un fenémeno y las
muestras experimentales, de las cuales obtenemos estadisticos que pretenden describir
los parametros reales de una poblacién. La pregunta que surge inmediatamente es: cémo
debemos interpretar los valores que brindan los estadisticos obtenidos a partir de las
distribuciones muestrales? Para responder a este interrogante contamos con los métodos
de inferencia, los cuales sirven para determinar la probabilidad de que cualquier conclu-
sién sobre una poblacion que se haya derivado de la informacién aportada por un grupo
de datos sea correcta. Los valores de los estadisticos muestrales, por muy bueno que
haya sido el muestreo, siempre presentaran diferencias con respecto al respectivo valor
poblacional o parametro, debido fundamentalmente a que se esté tratando con variables
aleatorias que asumen valores distintos y que ocurren en la poblacién con frecuencias
diferentes. De modo que al ser imposible eliminar la aleatoriedad y si se quieren hacer
generalizaciones a partir de la informacion obtenida de una muestra se debe establecer
la confianza que se tiene en la muestra. Es decir se debe determinar que tan buena es la
aproximacion entre el valor del estadistico y el valor del parametro respectivo. En este
punto la estadistica inferencial es de gran ayuda al ofrecer métodos que cuantifican el
grado de confianza requerido para hacer las generalizaciones mencionadas anteriormente.
Son dos los métodos de inferencia:

= Estimacion: usa la informacién proporcionada por los estadisticos muestrales para
estimar con cierta probabilidad el valor de un parametro poblacional

= Prueba de Hipétesis: usa esa misma informacion para decidir, con una proba-
bilidad conocida, si el parametro poblacional es igual a algin valor preconcebido.

En las siguientes secciones analizaremos en detalle dichos métodos de inferencia estadisti-
ca.

61
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5. Inf. Est.: Estimacién (1)

A continuacién empezaremos a desarrollar los métodos inferenciales que nos permitirdn
cuantificar el grado de confianza que se puede tener de un estadisitico, y de esa manera
saber cudn acertadas seran nuestras conclusiones sobre los pardmetros de la poblacién.
Para ello empezaremos con los métodos de estimacién, los cuales pueden subdividirse en
cuatro categorias: estimacion puntual, intervalos de confianza o confidencia, histogramas
y técnicas de remuestreo. En esta secciéon nos concentraremos en los dos primeros de los
métodos de estimacion.

5.1. Estimacion puntual

Una estimacién puntual consiste en calcu-
lar el valor de un estadistico en una mues-
tra, y considerar que el mismo es la mejor
aproximacion que se tiene a la magnitud del
parametro poblacional correspondiente. Por
ejemplo, un valor cualquiera de una media
muestral (Z) es una estimacién puntual de la

. . . , Pardmetros Estimadores
media poblacional (x). Un mismo pardmetro poblacionales (estodisticos)

puede tener varios estimadores. Asi tenemos

que la media poblacional (1) ademés de po-

der ser estimada por la media muestral (Z), también es estimada por la mediana (Z) y
por la moda (M o) para una variable que se distribuye en forma simétrica. Elegir el mejor
estimador de un parmetro se dificulta, porque ademas de existir varios estimadores para
un mismo parametro, ellos son variables aleatorias que pueden tener una amplia distri-
bucién de valores. El mejor estimador siempre serd aquel que esté mas cerca del valor
del parametro que se estima. Como esto no se puede conocer, la calidad de un estimador
se debe evaluar en términos de algunas de sus propiedades como son: la insesgabilidad,
la consistencia y la eficiencia.

5.1.1. Estimador insesgado

Se dice que un estimador 0 del parametro 6 es insesgado cuando el valor esperado o
promedio de la distribucién de 6 coincide con el valor del pardmetro 6, es decir, E(0) = 6.
Por ejemplo, la media muestral (Z) es un estimador insesgado de u, debido a que la media
de las medias muestrales pz es igual a la media poblacional p,, es decir, E(T) = uz = [z
Igualmente, la mediana de una muestra (Z) es un estimador insesgado de p, porque la
media de las medianas muestrales es igual a la media poblacional, cuando la distribucién
de la variable estudiada es simétrica, E(Z) = pg.
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5 Inf. Est.: Estimacion (I)

En cambio la varianza muestral puede ser un estimador sesgado si para su célculo se
usan n grados de libertad, es decir,

E(S*) #£0° si 5= Z?—l(i" - X

Esto puede demostrarse facilmente. Haciendo el cdlculo tenemos

1 — 2
~Y XI-X
i—1

n

LK - X

i=1

E(S*) =E =E

= LS By - B
=1

como

0® = B(X?) - B(X,)? = E(X?) - p* — B(X}) = 0” + 4

nos queda que

1 o’ o? n—1
E(S%) = = 2 A 2\ _ 2 2_ 9 2 _ 2
(5% n;(a )= (o ut) =0t M -
Para hacer insesgada la varianza muestral, la misma debe calcularse multiplicandola por
n/(n —1), es decir

S Sy (@i —2)* Y (i —1)?

n—1 n n—1

esto es lo mismo que decir que estamos usando n — 1 grados de libertad, de modo que
ahora E(S?) = o2

5.1.2. Estimador consistente

Se dice que un estimador 6 del parametro 6 es consistente si el valor absoluto de
la diferencia entre los valores del estimador y del pardmetro es menor a medida que
aumenta el tamano de la muestra (n). Es decir,

lim P (|06 <c)=1 Ve>0
n—oo

Sabemos que la media y la mediana muestrales son estimadores insesgados de u, pero,
son igualmente consistentes?. La respuesta es afirmativa si la distribuciéon de la varia-
ble estudiada es simétrica. Pero si la variable se distribuye asimétricamente la mediana
muestral se aproximara mas al valor de la mediana poblacional cuando n aumenta y la
media muestral se acercard mas a la media poblacional (u). Recordemos que la media
poblacional y la mediana poblacional son dos pardametros diferentes. De lo dicho ante-
riormente se puede concluir que la media muestral es mas consistente que la mediana
muestral como estimador de la media poblacional ().

63
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5.1.3. Estimador eficiente

Se dice que un estimador 67 del pardametro 6 es el mas eficiente si no existe otro
estimador 5 cuya varianza sea menor a la de 6, es decir

E[(61 - 6)’] < El(62 — 6)?]

Si continuamos con la comparacion entre media y mediana muestral como estimadores
de u, es necesario determinar para el caso de poblaciones con una distribucién simétrica,
cual de los dos estadisticos es mejor estimador de la media poblacional. Por lo tanto es
necesario usar otras propiedades diferentes a la insesgabilidad y la consistencia. Cuando
se examina la eficiencia de los dos estimadores, se encuentra que la varianza de la media
muestral es menor que la varianza de la mediana muestral: a:% = 1,570%. Por lo tanto,
en funcién de la insesgabilidad, consistencia y eficiencia, la media muestral (Z) es un
mejor estimador de p que la mediana muestral () para variables con distribuciones
tanto simétricas como asimétricas.

52. Intervalos de confianza (IC)

Aunque un estimador como la media muestral sea insesgado, consistente y eficiente,
lo méas probable es que, ain en muestras grandes, el valor del estimador (é) no coincida
con el valor del pardmetro (). Por lo tanto se utiliza otro procedimiento mdas seguro
para inferir el valor del parametro, como es la estimacién por intervalo. Con este método
se construye un intervalo a partir del valor de un estimador puntual (é), mediante la
definicién de dos limites: uno superior (LS) y otro inferior (LI). Se supone que el intervalo

contiene el pardmetro poblacional (#) con cierta probabilidad.

5.2.1. IC para una media poblacional

La deduccién de un intervalo de confianza para la media poblacional depende de
varios aspectos que combinados de cierta manera conforman una situacion particular
que determina la forma del intervalo. Los aspectos a considerar en la construcciéon de un
intervalo de confianza son:

= ¢l tipo de distribucién de la variable estudiada,
= ¢l conocimiento de la varianza poblacional, y
= el tamano de la muestra.

A continuacién estudiaremos las distintas situaciones o casos que se pueden presentar
en el desarrollo de un intervalo de confianza.
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5.2.1.1. Caso 1: Muestreo en una poblacion distribuida normalmente y con varianza
conocida

Supdngase que se desea estimar el valor de la media poblacional de una variable que se
distribuye normalmente con varianza conocida (02), para lo cual se extrae una muestra
de tamano n y se calcula la media de la muestra (z). El valor de T es uno del total que con-
forman la poblacién de valores de la variable aleatoria X que como se sabe se distribuye
normalmente alrededor de una media jiz con varianza o2 /n. En esta poblacién se pueden
encontrar dos valores T; y Ty separados

simétricamente de uz que definen un inter-

valo dentro del cual queda incluida una pro-

porcién (1—a) del total de valores de X. Los

valores T1 y T2 se encuentran transformando

la variable X en la variable Z, es decir l-a
@2 af2
—21 = —2(1_a/2) = S o} <
oz/ VN
T2 — Uz
+29 +Z(1_a/2) O'x/\/ﬁ
donde, por ejemplo, +2(1_q/2) es el valor de
Z a la izquierda del cual se encuentra una
fraccién del drea igual a 1 — a/2. Estos va-
lores de Z se encuentran en la tabla de la Z

distribucién acumulada de Z, por lo que des-
pejando, los valores que necesitamos son

Ty = iz — 2(1-a/2)02/VN Y Ta = pz + 2(1—a)2)0z/VN

Los valores T1 y T2 representan el limite inferior y superior del intervalo que contiene el
(1 —a)100 % de los valores de X.

La proporciéon de medias muestrales que se espera que-
den dentro del intervalo depende del valor de z(;_q/2)-
Asi, se espera que para los valores 1.65, 1.96 y 2.58 estén
contenidos el 90 %, 95 % y 99 % de los valores de X, res-
pectivamente. La construccion de un intervalo como los
anteriores no resuelve el problema de estimar uz, por-
que precisamente desconocemos su valor y no hay for-
ma de encontrar los limites que definan un intervalo.
O Pero supéngase que se construye a partir de una me-
Lok X dia muestral cualquiera, un intervalo similar al siguien-
te: [T £ 2z(1_a/2)02/+/n] . Este intervalo contendra a pz
siempre y cuando el valor de la T se encuentre entre los
limites del intervalo [uz % 2(1_a/2)02/+/n] (ver figura de la izquierda). Solamente acquellos
intervalos generados a partir de aquellas pocas medias muestrales que se encuentran muy
alejados de la media poblacional no incluyen a esta iltima.
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5 Inf. Est.: Estimacion (I)

De modo que un intervalo de la forma [Z & z(1_q/2)02/+/n] recibe el nombre de in-
tervalo de confianza del (1 — a)100 %. Los valores extremos se denominan limites de
confianza, existiendo un limite superior (LS=Z + 2(1_q/2)02/y/n) y un limite inferior
(LI=T — 2(1-q/2)02/+/n). El término z(;_, /9y recibe el nombre de coeficiente de confia-
bilidad. La fracciéon 1 — « se denomina nivel de confianza y representa la probabilidad
de que el intervalo contenga el pardmetro poblacional. Consecuentemente, o representa
la probabilidad de que el intervalo no contenga el pardmetro poblacional.

Observar que, a mayor amplitud del intervalo, aumenta la probabilidad de que el parame-
tro esté incluido dentro del intervalo dado, pero también es mayor la incertidumbre so-
bre el valor del parametro. Lo ideal seria construir intervalos estrechos con un alto nivel
de confianza. Cuando en una situacién real se construye un intervalo de confianza, la
media poblacional puede o no estar incluida dentro del intervalo. Sin embargo existe
una probabilidad igual a 1 — a de que el pardmetro quede incluido. Otra forma de
decirlo, si se construyen infinidad de intervalos similares, el (1 — «)100 % de los mismos
contendran a la media poblacional. Es importante advertir que es un error generali-
zado el senalar que la media poblacional se encuentra entre los valores de los limites
del IC, porque la media poblacional como cualquier otro parametro es un valor fijo,
y la afirmacion anterior sugiere que el pardmetro puede asumir cualquier valor entre
los dos limites con cierta probabilidad. Si se analiza con un poco mas de detalle la
relacion entre los intervalos construidos a partir de las medias muestrales y la media
poblacional, se observa que ambas cantidades se encuentran alejadas cierta distancia e.
La distancia € se denomina error de estima-

cién. Para que un intervalo contenga a la me-

dia poblacional con una probabilidad igual Zga Ol s
a 1 —q, ese error debe ser menor a la distan- e———
cia z(1_a/2)02/+/n, con lo cual el médulo de
dicha distancia queda definido como el error
maximo (€,). Una consecuencia directa de
conocer €, es que permite determinar cuél
debe ser el tamano muestral adecuado para cometer ese error méximo un (1 — «)100 %

de las veces, es decir
2
Z(1—a/2)0x
N — (1-a/2)
€m

Ejemplo: Al examinar 9 porciones de agua se encontré una concentracién promedio de
i6n nitrato igual a 0,5 pg/ml. Se desea estimar mediante un intervalo de confianza del
95 % la concentracién promedio del nitrato en el agua, si se sabe que la desviacién del
método para éste andlisis es de 0,15 pg/mil.

El intervalo que se quiere es de la forma [T & 2(;_q /2)02/ v/n] teniendo como limites los
valores siguientes:

5(+Z(1_%)6XN1_1

LI =T — 20,9750/ v/n = 0,5 — 1,96(0,15/v/9) = 0,4020 11, /ml

LS =T+ 2(0,975)00/v/n = 0,5+ 1,96(0,15/v/9) = 0,5980 pg/ml
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5 Inf. Est.: Estimacion (I)

Entonces el intervalo buscado es [0,4020;0,5980]. Se concluye que se tiene un 95 % de
confianza de que la concentracién promedio del i6n nitrato en el agua se encuentre
incluida dentro de este intervalo.

También se puede decir que el error méximo de estimacién con un 95 % de confianza es:

enL::]z(l_a/Q)ax/\/ﬁ‘:: 1496(0,15/\/§)‘::(L098 tg/ml
Ahora bien, si se desea aumentar el nivel de confianza, por ejemplo a un 99 %, sin
aumentar el error de estimacion, el tamafnio de la muestra debe ser igual a:

_— 2(0,995)0x 2 _(2,58(0,15) 2 _ 16
N €m N 0,098 N
Por otra parte, si se quiere reducir el error de estimacién a unos 0,05 p,/ml, manteniendo
el nivel de confianza del 95 %, entonces el tamano muestral debe ser

209759\ _ [ 1,96(0,15)?
n=|—"0) = (22 ) =35
€m 0,05

5.2.1.2. Caso 2: Muestreo a partir de una poblacién distribuida normalmente, con
varianza desconocida y tamaiio de muestra grande (n > 30)

La situacién mas comtn cuando se trata de estimar el valor de una media poblacional
mediante un intervalo de confianza es que no slo se desconoce el valor de p sino también
el de la varianza poblacional o2. Cuando se presenta una situacién como la descripta,
se puede utilizar la varianza de la muestra (S2) como una estimacién puntual de la
varianza poblacional (¢2). Si el tamafio de la muestra es grande (n > 30), el estadistico
(T — uz)/(Sz/+/n) se distribuye normalmente, quedando el intervalo de confianza de la

forma [Z & z(1_qa/2)S2/v/7).

5.2.1.3. Caso 3: Muestreo a partir de una poblacién distribuida normalmente, con
varianza desconocida y tamaiio de muestra pequeiio (n < 30)

Una nueva situacion se presenta si de una poblacion que se distribuye normalmente con
varianza desconocida se toma una muestra pequena (n < 30). En éste caso, S, ya no es un
buen estimador de o, y el estadistico (T — uz)/(Sz/+/n) no se distribuye normalmente.
Afortunadamente, existe otro modelo que describe su distribucién de probabilidades,
conocido como distribucién de T o de Student. En este caso, se dice que la variable
(T — pz)/(Sz/+/n) se distribuye como T' con n — 1 grados de libertad. El intervalo de
confianza vendra dado por la expresién

[E + t(l—a/2;n—1)8x/\/ﬁ]

donde t(1_q/2:n—1) €s el valor de T' a la izquierda del cual se encuentra el (1 —/2)100 %
de los valores de T'.
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5.2.1.4. Distribucion de T

La distribucién de Student fue descripta en 1908 por William Sealy Gosset. Recordemos
que si tenemos X1, ..., X,, variables aleatorias independientes distribuidas normalmente,
con media p y varianza o2, entonces la distribucién de las medias muestrales también se
distribuye normalmente con media p y varianza o2 /n. Entonces

X —up
~o/vn

sigue una distribucién normal de media 0 y varianza 1. Sin embargo, dado que la des-
viacion estandar no siempre es conocida de antemano, Gosset estudié un cociente rela-
cionado,

Z

T

_Y—M o 1 =2
N donde S’x—n_lg(wz T)

es la varianza muestral, y demostré que la funcién distribucién de T es

f(t) _ P((V + 1)/2) (1 + t2/l/)—(1/+1)/2
NZINOP)

donde v es igual a n—1. La distribucion de T se llama ahora la distribucién-t de Student.
Gosset trabajaba en una fabrica de cerveza Guinness que prohibia a sus empleados la pu-
blicacion de articulos cientificos debido a una difusién previa de secretos industriales. De
ahi que Gosset publicase sus resultados bajo el seudénimo de Student. El parametro v re-
presenta el nimero de grados de libertad. La distribucion depende de v, pero no de o o,
lo cual es muy importante en la practica.
En la figura de la derecha pueden verse va-
rias distribuciones T con distintos grados de
libertad (k en el caso de la figura). La dis-
tribucion T se caracteriza por: tomar valores > A :E%
entre (—oo,+00); los valores de T' se distri- ' A\ o
buyen simétricamente alrededor de la media
u = 0; y su forma es parecida a la distri-
bucién normal pero mas prominente y con
colas mas elevadas. Es importante tener en
mente que cuando el nimero de grados de
libertad es grande, la distribucién T tien-
de a una distribucién normal (como era de
esperarse). Para cada valor de v existe una
distribucién T'. Las tablas de la distribucién acumulativa de T' tienen como entradas los
grados de libertad y la probabilidad de tener un valor menor a t. Cualquier valor de t se
identifica de la siguiente manera: t(;_q.,—1). Por ejemplo t( g75.6) = 2,447 (ver tabla) es
el valor de t a la izquierda del cual se encuentra una proporciéon del area igual a 0.975
con 6 grados de libertad, o dicho de otra manera: existe una probabilidad igual a 0.975
de encontrar un valor igual o menor a t=2.447 para 6 grados de libertad.
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> I-a toooy toss) togrs) toss tooses) togsrs)  tosasy  togoss)
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 127,321 318,289 636,578
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9925 14,089 22328 31,600
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5841 7453 10214 12,924
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173 8,610
) 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,894 0,869
6 1,440 1,943 2447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
i 1,415 1,895 2365 2998 3,499 4029 4,785 5,408
g SR F S R . T e e e

5.2.1.5. Caso 4: Muestreo a partir de una poblacién con distribucién desconocida,

con varianza conocida y tamaiio de muestra grande (n > 30)

Cuando se desconoce la forma de la distribucién de valores de una variable no se puede

predecir como sera la distribucién de la media muestral, a menos que el tamano de

la muestra sea grande. Si este es el caso, es decir, n > 30, entonces es aplicable el

Teorema del Limite Central y la variable X tenderd a distribuirse normalmente con
2

media pz = p, y varianza oz = 02/n, de modo que el intervalo de confianza sers de la

forma [T + 2(1_q/2)02/v/7]-

5.2.1.6. Caso 5: Muestreo a partir de una poblacién con distribucidén y varianza
desconocida y tamaiio de muestra grande (n > 30)

Como en el caso anterior al ser n > 30, es aplicable el Teorema del Limite Central por lo
que la media muestral se distribuye normalmente. La varianza de la muestra S2 se usa
como estimador de o2 y el intervalo de confianza serd de la forma [T 4 Z(1—a/2)Sz/ /).

5.2.1.7. Caso 6: Muestreo a partir de una poblacién con distribucién desconocida
y tamaiio de muestra pequeiio (n < 30)

Cuando no se conoce la distribucion de la variable y el tamafio de la muestra es pequeno
(n < 30), no es posible predecir la distribucién que asume la media muestral. Por lo
tanto, no se puede construir un intervalo de confianza, a menos que los datos sean trans-
formados y se logren aproximar a una distribucién normal.

A continuacién se presenta un esquema con la combinacion de los diferentes aspectos
que determinan la construccién de un IC.
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| Poblacién Variable X |
I

]
[ ]
I
[ ] [ ]

Varianza Varianza Varianza Varianza
conocida desconocida desconocida conocida
| {
[ |
| n23[lﬁn<3l]| | n<3[l| | n<3l]| | n23l]| n<30
| | | |
IEstadistil:oz HE‘stad.isticot | I Estadistico z | no hay | E‘stad.istisozl Inuhay|
- o | [ s| [ S iy O
R o) 7o | | X oint) | | X Fe) 2o

5.2.2. IC para la diferencia de dos medias poblacionales

Al igual que en la estimacion de una media poblacional a través de la construccién de
un intervalo, para estimar la diferencia de medias poblacionales es necesario considerar
el tipo de distribucién de la variable, el conocimiento de las varianzas poblacionales y el
tamafio de las muestras.

5.2.2.1. Caso 1: Muestreo a partir de poblaciones distribuidas normalmente y con
varianzas conocidas

Recordemos que cuando se hace un muestreo de dos poblaciones distribuidas normalmen-
te, se puede generar una nueva variable conocida como diferencia de medias muestrales,
cuya distribucién de valores se caracteriza por tener también una distribucién normal,
siendo su media y varianza las siguientes:

2 2
- P .
H@o—z1) = Haz = Haa (@2=71) — ) na

La deduccién del intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales se
puede comenzar estableciendo que la probabilidad de que la variable X o— X se encuentre
entre dos valores cualquiera es igual a 1 — a.

Pl@—-T1)1 < Xo— X1 < (T —T1)2) =1-a
Esta es la misma probabilidad de que la variable Z se encuentre entre dos valores
Plz1 <Z < 2] =P[—21_a2) < Z < +2(—a)) =1—a

(T2—T1)—H(zy—71)

rE— , haciendo un poco de dlgebra nos queda

ahora si Z =

P [(T2 — T1) = 2(1—0/2)0(32-71) < H(@a—71) < (T2 — T1) + Z(1—a/2)O(3s—71)) = 1 — @

70



5 Inf. Est.: Estimacion (I)

2 2
sustituyendo o(z,_z,) = ifll + % nos queda que el IC para estimar la diferencia entre

dos medias poblacionales tiene la forma general

2 2
o007 3]

Ejemplo: En un trabajo de investigacion se encontré que el contenido promedio de acido
urico en 12 ninos con el Sindrome de Down fue de 4,75 mg/100ml, mientras que en 18
ninos normales el valor promedio encontrado fue de 3,95 mg/100 ml.. Mediante trabajos
previos se habia determinado que las varianzas de ambos grupos son 1,02 y 0,98 res-
pectivamente. Suponiendo que la concentracién de dcido urico es una variable que se
distribuye normalmente, construya un intervalo de confianza del 98 % para la diferencia
de medias poblacionales.

Si las muestras provienen de poblaciones distribuidas normalmente y con varianza cono-
cida, y el nivel de confianza 1 — a = 0,98, entonces sus limites son los siguientes:

2 2 1.02 098]

LI = |(T2 — T1) — %099 Ty % = 080 - 2,33/ == + = | =0,1099
P o2, o2 | 1,02 0,98

LS = | (T2 — T1) + 2(000) || —* 2| = (0804233 5=+ == | = 18501

El intervalo buscado es [0.1099;1.8501]. Se concluye que se tiene un 98 % de confianza de
que el valor de la diferencia de medias poblacionales sea un punto dentro de ese intervalo.

5.2.2.2. Otros casos
Los otros tipos de intervalos de confianza para la diferencia de medias poblacionales que
resultan de la combinacién de varias situaciones se muestran en el siguiente esquema.

Poblacion Variable X;
Poblacion Variable X,
+
Varianzas
desconocidas

i i
Varianzas Varianzas
desconocidas conocidas
+

lnlyn1<30| |nlyn223lll |nlyn1<30| lnlyn123l]|

i
Varianzas
conocidas

Inlyn,dul

Estadistico z |nﬂhab'| |B‘2d!'3ﬁf°1] |nnhay| |F.vtadisti:oz‘

o, o s? s & o
(%, —% )7 |2 +—2 %, —% )+t %2 TR % —% )+ 2 TR
P e n, n, (x,-x,) (1-o/2, ) n, m, (%, Xl)—z(l—a/Z) 1, +n2
. S.; %Z] . 3 SZ SZ
&, _Xl)it(l—alz;nl+n2—2) ;l"';z (%, —%, )+ Z(1-0/2) ni:+ n_le
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5.2.2.3. IC para p,, — (i, Y el estadistico ¢

Del esquema anterior puede verse que el uso del estadistico ¢ esta condicionado por la
suposicién de que dichas varianzas sean iguales o diferentes. De modo que la primera
tarea antes de construir un intervalo, es determinar cudl de las dos situaciones se tiene:
varianzas iguales y desconocidas o diferentes y desconocidas. Se puede establecer una
regla practica que permita decidir rapidamente esta cuestion. Lo primero que se debe
hacer es calcular la razén de varianzas RV, como el cociente entre la varianza muestral
mayor y la varianza muestral menor.

RV =2 si s> s2

Luego se toma una decision sobre la base de las siguientes reglas: Las varianzas son

diferentes si
a=0,10 y RV >20

a=005 y RV >25
a=001 y RV >35

5.2.2.3.1. Varianzas lIguales
Cuando se acepta la suposiciéon que las dos varianzas poblacionales aunque desconocidas
son iguales, se pueden promediar las varianzas de las muestras para hacer una mejor
estimacién de la varianza poblacional. Para obtener el promedio, el valor de las varianzas
muestrales debe ser ponderado por el tamano de las muestras de acuerdo a la siguiente
férmula:
(ng — 1)5%1 + (ng — 1)5:%2

ni+no — 2

2
S, =

De manera que la desviacion de la distribucion de diferencias de medias muestrales queda

como
S22 S2
S =\, oy

y el intervalo de confianza es

Sz 52
[($2 - fl) + t(l_a/2m1+n2—2) 77/72 + 77:11)]
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5.2.2.3.2. Varianzas diferentes
Si se asume que las varianzas de dos poblaciones, de una variable que se distribuye
normalmente, son diferentes aunque desconocidas, no se puede usar el estadistico

(32 — fl) — (Mmz — :uml)
S2 S2
e T

ni

para calcular el coeficiente de confiabilidad t(;_,/2) , porque su distribucién no sigue
el modelo de distribucién T'. Sin embargo es posible calcular un nuevo coeficiente de
confiabilidad t’{l_a /2y usando la siguiente férmula

wy t1— ma—1) T W2 t1_0 /20— 52 52
t?ka/z) _ (1—a/2;n1-1) (1—a/2;n2—1) con wy = 51 v wy = 52
w1 + wa ni n2

por lo que el intervalo de confianza se obtiene haciendo

I [s2. 2

Ejemplo: Al comparar dos métodos para determinar la concentracion de boro en un mate-
rial vegetal se efectuaron varias mediciones que figuran en la siguiente tabla.
Construya un intervalo de con-
fianza del 99 % para iz, — fig, -

Suponga que la variable con- Concentracién de Boro
centracion se distribuye normal- Espectrofotometria | Fluorimetria
mente. n 10 16

Las condiciones del problema in- Media 26.00 pg/l 28.00 g/l
dican que las muestras son pe- Desviacion 0.23 g/l 1.30 pg/l

quenas y provienen de dos po-

blaciones que se distribuyen nor-

malmente y con varianzas desconocidas. Para escoger el intervalo adecuado, es necesa-
rio decidir si las desconocidas varianzas poblacionales son iguales o diferentes. Como
a =001y RV = s?/s2 = (1,3)2/(0,23)? = 31,9 es mayor a 3.5 se acepta que las dos
varianzas son diferentes. Por lo tanto el intervalo a construir debe ser el siguiente:

o sz s2
[(IBQ — .’El) + t(l—a/2) 71722 + ’I’lill

El primer paso es calcular el coeficiente de confiabilidad t?lfa /2y Sabiendo que

t1—a/2mi—-1) = 60,9959) = 3,20 Y t(1—a/2ms—1) = £(0,995;15) = 2,947

2 2 2 2
st (0,23)7 sy (1,30)
wy = w10 0,0063 vy wy= e 16

—~

= 0,1056
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5 Inf. Est.: Estimacion (I)

el valor del coeficiente de confiabilidad seré:

\ Wi b1 a2y 1) + W2 1 —ajzms-1)  (0,0053) 3,25 + (0,1056) 2,947
tia/2) = = =2,96
w1 + Wo 0,0053 + 0,1056

Con lo cual, los limites del intervalo de confianza son los siguientes:

S2, 52 1,302 (0,23)?

LI = \@2=m) =t o)\ 5T 0| = 2_2’96\/( 16) + 10) = 2-0,9858 = 1,014
2 S2 1 2 23)2

LS = |(@2—T1)+t{1_a)2) ni; " nill N 2+2’96\/( fg ok (0’15 " = 240,985 = 2.9858

El intervalo buscado es [1.0142;2.9858]. Se concluye que se tiene un 99 % de confianza
que el intervalo anterior incluya el valor de iz, — iz, -
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6. Inf. Est.: Estimacién (lI)

Continuando con los métodos de estimacion, en esta seccién nos enfocaremos en otros
dos métodos que nos ayudaran a visualizar las distribuciones de probabilidad y cuanti-
ficar el grado de confianza que se puede tener de un estadisitico. Estos métodos son los
histogramas y las técnicas de remuestreo.

6.1. Histogramas

Algunas veces uno no solo quiere estimar los momentos de la distribucién, si no que se
puede querer tener una idea de la distribucién completa. En este caso uno puede hacer
uso de los histogramas.

6.1.1. Definicion

Un histograma viene dado por el conjunto de intervalos disjuntos By, = [lj, uy) los
cuales son los llamados bines y los contadores h; de cada bin. Para una dada muestra
de n puntos medidos, el valor hy del bin contiene el nimero de puntos de la muestra
que estan contenidos en By. En principio, los bines pueden ser elegidos arbitrariamente.
Lo que hay que tener en cuenta es que la unién de
todos los intervalos cubra todos los puntos posibles
de la muestra. Observar que el ancho by = ug — li 6 ] |
de cada bin puede ser diferente. Sin embargo, fre-
cuentemente se usan bines con anchos uniformes.

Ademsds, para varias aplicaciones, por ejemplo, al ]

cuando se consideran diferentes métodos de asig-

nacion de pesos a diferentes puntos, es 1til consi- =73 7

derar los contadores como valores variables reales. 5L |

6.1.2. Intervalo de confianza I H 7
. | | 1 1 | |

Formalmente, para una dada variable X, el re- = 3 4 5 &

cuento hy del bin k£ puede ser visto como un expe- I

rimento aleatorio para una variable aleatoria bino-

mial Hy ~ B(n,py) con pardmetros n y pg, donde

pr = P(X € By) es la probabilidad de que el ex-

perimento aleatorio para X resulte un valor que

esta contenido en By. Esto significa que el intervalo de confianza para un bin puede ser
obtenido, en principio, a partir de una distribucién binomial. Sin embargo, para cada
muestra el verdadero valor de py es desconocido y solo puede estimarse por g = h/n.
Por lo tanto, la verdadera distribuciéon binomial es desconocida. Por otro lado, una va-
riable aleatoria binomial es la suma de n variables aleatorias de Bernoulli con pardmetro

75



6 Inf. Est.: Estimacion (1I)

pr. Entonces, el estimador g;, es la media muestral para una variable aleatoria de Ber-
noulli. Si el nimero de puntos de la muestra es grande, a partir del Teorema del Limite
Central, la distribucién de las medias muestrales (la cual de hecho es binomial) es aproxi-
madamente normal o gaussiana. Por lo tanto, uno puede usar el intervalo de confidencia
estandar

P(gr—25/vVn<pp <qu+2S/Vn)~1-a

Recordar que una variable aleatoria de Bernoulli tiene una varianza muestral igual a
s* = qi(1 — q) = (h/n)(1 = hy/n).

Ahora, surge la pregunta: que es suficientemente ” grandegomo para que se pueda confiar
en los IC estimados a partir de una gaussiana? Consideremos, por ejemplo, que no se
encuentra ningin punto en cierto bin Bj. Esto puede pasar facilmente en regiones donde
Pk es mas pequeno que 1/n pero distinto de cero, es decir, en las regiones del histograma
que se usan para muestrar las colas de la funcién distribucién de probabilidades. En ese
caso, la fraccién estimada es g = 0 con un intervalo de confianza de ancho cero, lo cual
es ciertamente equivocado. Esto significa que el nimero de muestras n necesario para
tener un IC creible para el bin By, depende del nimero de entradas en los bines. Una regla
puesta a dedo por los estadistas es que se debe cumplir que ngg(1—gqx) > 9. Si esto no se
cumple, el IC correcto [g; ;; gi.u] para g, tiene que ser obtenido a partir de la distribucion
binomial y esto es bastante complicado, ya que hace uso de una nueva distribucién
denominada distribucion F. Esta distribucion de probabilidades viene descripta por la
siguiente funcién

fla) = dB/?q%/? I'(d1/2+dy/2) Ld1/2-1
L2 D(di/2)T(d2/2) (dya + do)dr/2+d2/2

para x > 0y f(xz) = 0 para x < 0. Los pardmetros d; y da son los grados de libertad
que describen a la variable X.

Volviendo a nuestro problema, si calculamos las distribuciones acumuladas correspon-
dientes a la distribucién F' como

F,=F(1—«/2; 2n—2h;+2, 2hy) y F,=F(1 —«a/2; 2h; +2, 2n — 2hy)

donde F'(f3;r1,72) establece el valor x tal que la funcién distribucién para una funcién
F con grados de libertad r; y 1o, alcance el valor 3, entonces, el IC buscado puede
calcularse asi:

_ h, o (hi + 1) F
het(n—he+ D 2 BT et DF +n— hy

4qi,l
Si siempre se usaran estos IC, los cuales son antisimétricos respecto a ¢r, uno no se

equivocaria nunca. Sin embargo, para la mayoria de las aplicaciones las barras de error
gaussianas funcionan bien.
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6.1.3. Histogramas para variables continuas

Finalmente, en caso de que se quiera usar un histograma para representar una muestra
extraida a partir de una variable aleatoria continua, se puede interpretar al histograma
como una muestra para la funcién distribucién de probabilidades, que puede representar-
se por el conjunto de pares (z, p(zy)). Para simplificar, se asume que los puntos medio
de cada intervalo son usados como coordenadas x. Para la normalizacién, se debe dividir
por el nimero total de recuentos (como se hizo con gx = hy/n) y por el ancho del bin.
Esto asegura que la integral del histograma, aproximada por la suma de los intervalos,
dé como resultado la unidad. Por lo tanto tendremos que

rp = (Ix +ug)/2

p(x) = he/(nby)

El intervalo de confidencia, cualquiera sea el tipo que se elija, debe ser normalizado de la
misma manera. Para variables aleatorias discretas, el histograma puede ser usado para
estimar la funcion distribuciéon de probabilidades. En este caso, la eleccién de los bines,
en particular su ancho, es facil, ya que todos los posibles resultados de un experimento
aleatorio son conocidos. En un histograma para variables continuas, la eleccion del ancho
de los bines es importante. Basicamente, se debe ajustar el ancho manualmente, de tal
manera que los datos esten representados lo mejor posible. Por lo tanto, el ancho de los
bines no debe ser ni muy chico ni muy grande. Algunas veces elegir anchos no uniformes
para los bines es lo mejor. Una manera apropiada de proceder seria tratar de que el ancho
de los bines sea lo suficientemente grande en aquellos bines donde el niimero de puntos
muestrados es pobre. Esto sugiere que cada bin deberia contener aproximadamente el
mismo nimero de puntos muestrados. Un ejemplo de regla para asignar ancho a los
bines es b = 3,49n/3, la cudl proviene de minimizar la media integrada de las diferencias
cuadradas entre una distribucién gaussiana y un muestra extraida a partir de ella. En
consecuencia, mientras mas grande la varianza S de la muestra, més grande serd el ancho
del bin, por otro lado, incrementar el nimero de puntos en la muestra permite que el
ancho del bin se reduzca.

6.1.4. Funciones " kernel” para histogramas de variables continuas

Debe tenerse en cuenta que, los histogramas para describir distribuciones de probabi-
lidades de variables continuas son solo una aproximacién de la distribucion real, debido
al numero finito de puntos y a la naturaleza discreta del proceso de bineado. Este pro-
blema puede ser solucionado mediante el uso de las funciones kernel. Cada punto x;
puede representarse por una funcién kernel, la cual tiene las siguientes caracteristicas:
es puntiaguda; tiene el méximo en 0; cae a cero a una distancia h; y su integral esta nor-
malizada para que su resultado sea la unidad. El estimador p(z), para la distribucién de
una variable continua, es una suma normalizada de todas las funciones kernel, una por

cada punto de la muestra
R 1 T — x;
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La ventaja de estos estimadores kernel es que usualmente terminan siendo una funcién
suave p y para un dado valor p(z) también contribuyen los puntos que se encuentran mas
alejados de x, con peso decreciente a medida que aumenta la distancia. El pardmetro més
importante es el ancho h, ya que un valor pequeno haria que la funcién fuese una sucesién
de picos distinguibles, mientras que un valor grande provocaria que se pierdan los detalles
importantes de la distribucién. A continuacion se listan las funciones kernel més conoci-

das:
» Uniforme: 12— : . : ‘
K(u) = 31(ju] < 1) Ve
= Tridngulo: s //\\ Epa”fgz';ﬁ‘% —
Y \ riweig
K(u) = (1= |u])I(lul < 1) L7\ e

= Epanechnikov:
K(u) =31 —u*)I(ju] <1)
= Cuartica:
K(u) = 15(1 = u®)?I(Jul <1)
= Triple peso:
K(u) = 51 —u®)PI(|ul <1)
= Gaussiana:
K(u) = \/% exp (—3u?)
= Coseno:
K(u) = Fcos (3u) I(Ju| < 1) oot

- normal
~—— epanechinikoy
—— box

friangle

La funcién I(|u| < 1) es la funcién que

asigna el valor 1 para todos los u que
cumplen que |u| < 1, para el resto de o0
los valores se define igual 0. En la figura -
superior puede verse la forma de dichas

funciones kernel, mientras en la figura in-
ferior puede verse un ejemplo en el que
el histograma es transformado, por las
distintas funciones kernel, en una distri-
bucién suave. Observar que se puede calcular el intervalo de confianza para el estimador

p(x) haciendo

[ﬁ(x) * 2(1-a)2) Var[ﬁ(x)]}
donde .

Var[p(z)] = pT(Z:Z)/KQ(u)du

Los valores de la integral involucrada en el calculo de la varianza estdn perfectamen-
te determinados dependiendo de la funcién kernel utilizada. Para las funciones kernel
enumeradas anteriormente son: uniforme: 1/2 ; triangular: 2/3 ; Epanechnikov: 3/5 ;
Cuartica: 5/7 ; Triple peso: 350/429 ; Gaussiana: 1/(2y/7) ; Coseno: 72/16.

78



6 Inf. Est.: Estimacion (1I)

6.2. Ieécnicas de Remuestreo

Todos los métodos usados hasta aqui usan, de una u otra manera, una distribucién
normal para los datos. Sin embargo, nunca los datos estan distribuidos exactamente de
acuerdo con una normal. El procedimiento ¢ es 1til en la practica porque es robusto, es
decir, es bastante insensible a desviaciones respecto de la distribucién normal por parte
de los datos. Atun asi, no se pueden usar los IC' construidos con t si los datos distribuidos
tienen un alto valor de skewness (distribuciones con colas), a menos que las muestran
sean muy grandes. Los métodos que se describiran a continuacion tiene la ventaja de que
no necesitan de datos distribuidos normalmente o muestras muy grandes. Estos métodos
practicamente carecen de formulas y funcionan de la misma manera para muchas dife-
rentes estadisticas. Estos métodos permiten, con la suficiente potencia computacional,
obtener resultados que muchas veces son més exactos que aquellos obtenidos por méto-
dos tradicionales. Es maés, los intervalos que se obtienen con las técnicas de remuestreo,
son conceptualmente mas simples que los IC y las pruebas basadas en distribuciones
normales, debido a que estan directamente relacionados con la base del proceso inferen-
cial: las distribuciones muestrales ”muestran” qué deberia pasar si se tomaran muchas
muestras bajo las mismas condiciones.

6.2.1. Meétodo Bootstrap
6.2.1.1. Definicién

La inferencia estadistica se basa en las distribuciones muestrales de una muestra de
estadisticos. El método bootstrap es, en primer lugar, una manera de encontrar la dis-
tribucién muestral, al menos aproximadamente, solo a partir de una muestra. Este es el
procedimiento a seguir:

= Remuestreo: Una distribucién muestral esta basada en muchas muestras extraidas a
partir de una poblacién. Si tenemos una sola muestra aleatoria, se realizan muchos
remuestreos, repitiendo el muestreo con repeticiones a partir de la Gnica muestra
aleatoria que disponemos. Cada remuestreo debe tener el mismo tamano que la
muestra aleatoria original.

= Distribucion bootstrap: La distribucién muestral de un estadistico colecciona los va-
lores de dicho estadistico proveniente de muchas muestras. La distribucién boots-
trap de un estadistico colecciona sus valores a partir de muchos remuestreos. La
distribucién bootstrap nos da informacion acerca de la distribuciéon muestral.

Por lo tanto la idea del bootstrap se puede describir de la siguiente manera:

La muestra original representa la poblacion a partir de la cudl fué extraida. Por lo que
los remuestreos a partir de dicha muestra, representan que se obtendria si tomaramos
muchas muestras extraidas de la poblacion. La distribucion bootstrap de un estadistico,
basada en muchos remuestreos, representa la distribucion muestral de dicho estadistico,
basado en muchas muestras.
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Ejemplo: En la mayoria de los paises desarrollados, varias empresas de teléfonos ofrecen
sus servicios en una dada ciudad. Para evitar que cada empresa tenga que instalar sus
propias lineas, la empresa primaria de servicio de cada regién debe compartir sus lineas
con sus competidores. A su vez, la empresa primaria debe encargarse de reparar las lineas
de sus competidoras, por lo que surge la pregunta si dicha empresa repara con la misma
velocidad sus lineas como las de sus competidoras. Para saber esto, se requiere imple-
mentar un test de significancia que permita comparar los tiempos de reparacién para
dos grupos de clientes. En la figura superior se observa la distribucion de los tiempos de

reparacion registrados para 1664 clientes
de empresas competidoras. Como puede
verse, la distribucién de los tiempos de
reparacién es bastante diferente a una
distribucién normal. La mediana es 3.59
horas y la media es 8.41 horas y el tiempo
mas largo de reparacion es 191.6 horas.
Para este andlisis desistimos de usar el
procedimiento ¢, especialmente porque el
tamano de la muestra clientes competi-
dores es mucho menor que el correspon-
diente a la muetra de clientes de la em-
presa primaria. Si quisieramos estimar la
media de la poblacién u, sabemos que el
estadistico que corresponde es la media
muestral z, el cudl hemos dicho que tiene
un valor igual a 8.41 horas. Ahora, use-
mos el método bootstrap sobre la mues-
tra para calcular distintos valores de 7,
asi como si estuvieramos extrayendo di-
ferentes muestra de la poblacion. En la
figura inferior puede verse el resultado de
realizar 1000 remuestreos a partir de la
muestra original. La linea solida vertical
marca el valor original de 8.41, mientras
que la linea a rayas marca la media de
las medias bootstrap. Podemos compa-
rar la distribuciéon bootstrap con lo que
sabemos de la distribucion muestral:
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= Forma: se ve que la distribucién bootstrap es casi normal. El teorema del limite
centra dice que la distribucion muestral de la media muestral es aproximadamente
normal si n es grande. Por lo que la forma de la distribucién bootstrap es cercana
a la forma que esperamos que tenga la distribucién muestral.

= (Centro: la distribuciéon bootstrap esta centrada cercana a la media de la muestra
original. Esto es, la media de la distribucién bootstrap tiene un sesgo pequeno
como estimador de la media de la poblacién original (insesgabilidad).

» Dispersion: se puede obtener una medicién nimerica del ancho calculando la des-
viacién estdndar. Esta se denomina error estdndar bootstrap de x. El valor niimerico
para este ejemplo es 0.367. Por otro lado sabemos que la desviacién estandar de
la muestra original es s//n = 14,69/1/1664 = 0,360. Por lo que el error estdndar
bootstrap esta en acuerdo con la estimacién tedrica.

El pesado calculo computacional necesario para producir la distribucion bootstrap rem-
plaza la pesada teoria que nos habla acerca de la distribucién muestral. La gran ventaja
de la idea del remuestreo es que funciona frecuentemente cuando la teoria falla. Por
supuesto, la teoria tiene sus ventajas: conocemos exactamente cuando funciona. Y por
ahora, no sabemos cuando el remuestreo funciona.
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6.2.1.2. La idea del bootstrap

Pareciera que el remuestreo crea nuevos datos de la nada. Esto parece sospechoso. Pero
las observaciones remuestreadas no son usadas como si fuesen nuevos datos. La distri-
bucién bootstrap de las medias remuestreadas se usa solamente para estimar de que
manera la media muestral de la muestra original varia debido al muestreo aleatorio.
Usar la muestra de datos con un propdsito doble, estimar un parametro y su variabi-
lidad, es perfectamente legitimo. Hacemos exactamente lo mismo cuando calculamos T
para estimar p y después calcular s/y/n a partir de los mismos datos para estimar la
variabilidad de =.

Entonces, que es lo novedoso de éste método? Primero que nada, no se confia en la
férmula s/\/n para estimar la desviacién estandar de Z. Se adopta como estimador de
la variabilidad, la desviacién estdndar ordinaria de los muchos valores T obtenidos a
partir de los remuestreos. Otra cosa que es nueva es que no se recurre al teorema del
limite central o cualquier otra teoria para saber si la distribucién muestral es aproxi-
madamente normal. Lo que se hace es mirar la distribucién bootstrap para saber si es
aproximadamente normal o no. En la mayoria de los casos, la distribucién bootstrap
tiene aproximadamente la misma forma y dispersién que la distribucién muestral, pero
se encuentra centrada en el valor original del estadistico en vez de estar sobre el valor
del parametro poblacional. El método bootstrap nos permite calcular errores estandar
para estadisticas para las cuales no tenemos férmulas, y corroborar normalidad para
estadisticas que la teoria no puede manejar con facilidad.

6.2.1.3. Primeros pasos para usar el bootstrap

El método boostrap es més ttil para establecer condiciones cuando no conocemos como
es la distribucién muestral del estadistico. Los principios son:

= Forma: debido a que la forma de la distribucion bootstrap se aproxima a la forma de
la distribucién muestral, podemos usar la distribucién bootstrap para corroborar
la normalidad de la distribucién muestral.

= (Clentro: un estadistico es sesgado como una estima del parametro, si su distribucion
muestral no esta centrada en el verdadero valor del parametro. Se puede corroborar
sesgo viendo donde la distribucion bootstrap de un estadistico esta centrada con
respecto al valor del estadistico para la muestra original. Mas precisamente, el
sesgo del estadistico es la diferencia entre la media de su distribucion muestral y el
verdadero valor del parametro. La estima del sesgo para una distribucién bootstrap
es la diferencia entre la media de dicha distribucién y el valor del estadistico de la
muestra original.

= Dispersion: el error estandar bootstrap del estadistico es la desviacién estandar de
su distribucién bootstrap. Entonces, el error estandar bootstrap estima la desvia-
cion estandar de la distribucién muestral del estadistico.
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6.2.1.3.1. IC bootstrap con el estadistico t

Si la distribucién bootstrap de un estadistico muestra una forma normal y sesgo pe-
queno, se puede obtener un IC para el pardmetro usando el error estindar bootstrap y
la distribucién ¢.

Ejemplo:

Se esta interesado en los precios de venta

de casas residenciales en una dada ciudad.

Se tienen una muestra de 50 precios toma- —
dos, durante el ano pasado, por un conta-
dor. Desfortunadamente los datos no distin-
guen entre casas residenciales o comercios.
La mayoria de las ventas fueron residencia- 104
les, pero unas cuantas ventas de comercios
a alto precio pueden incrementar considera-
blemente el resultado de la media de precios
de venta. En la figura superior se observa la
distribucién de los 50 precios de venta con 0 , | o o N |
los que cuenta la muestra. La distribucién, 0 SOSZMgPﬂES??H $1000)15°°
obviamente, dista de ser normal, con unos

15 - -

. ¢ _ N Observed —
cuantos valores atipicos que podrian ser ven 7] B R
tas comerciales. La muestra es relativamen- 7‘

metria y estd contaminada por un ntmero
desconocido de ventas comerciales. Como se
podria estimar el centro de la distribucién
apesar de estos inconvenientes?

El primer paso es abandonar la media como
medida del centro en favor de un estadistico
que sea menos sensible a los valores atipicos.
Podriamos escoger la mediana, pero en este
caso se elije usar la media recortada al 25 %.
Este estadistico es la media de solo la parte central de las observaciones en un conjunto
de datos. En particular, la To5 ¢, ignora los valores menores al 25 % y los mayores al 75 %,
es decir, es la media del 50 % del medio de las obsevaciones. En nuestro ejemplo, ya que
el 25% de 50 es 12.5, desechamos los 12 valores més bajos y los 12 més altos de la lista
de precios. Entonces, se obtiene que To59, = 244,0019. No podemos decir mucho acerca
de la distribucién del estadistico To5 ¢, cuando solo se tienen 50 datos de una distribucién
muy asimétrica. Afortunadamente, no necesitamos saber nada para aplicar el método
bootstrap. Realizamos 1000 remuestreos de 50 precios cada uno y calculamos la media
y la forma de la distribucién bootstrap (figura inferior). El calculo arroja los siguientes
resultados: fg5% = 2447, sesgo=0.7171 y error estandar bootstrap S, = 16,83.
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Ahora, que es lo que vemos? Con respecto a la forma, la distribucién bootstrap es muy
similar a una distribucién normal. Esto sugiere que la distribucion muestral de la media
recortada es tambien muy similar a una normal. Si analizamos el centro, la estima del
sesgo bootstrap es 0.7171, el cual es pequeno en comparacién al valor del 244 que toma
el estadistico. Por lo tanto, el estadistico tiene un sesgo pequefio como estimador del
parametro poblacional. Y por tultimo, viendo la dispersion, ésta es una estima de la
desviacion estandar de la distribucion muestral de la media recortada. Recordemos que
el IC, cuando una muestra proviene de una distribucién normal con varianza desconocida,
es

T+ ZL/(lfoz/Z;nfl)S/\/ﬁ

Cuando una distribucién bootstrap es aproximadamente normal y tiene sesgo pequeno,
podemos usar escencialmente la misma receta introduciendo como desviaciéon estandar,
el error estandar bootstrap para obtener el IC de cualquier pardmetro, es decir

TEt1-a/2m-1)5

Sample 1

. . . Population distribution Sampling distribution
Volviendo a nuestro ejemplo, si deseamos el IC | :

) Population mean = 4
con un 95% de probabilidad de que la media Sample mean =
recortada este incluida en él, entonces e el i 1

— b Bootstrap distribution Bootstrap distribution 2
Tos 9 T t(0,975:49)Sp = 244 +2,009(16,83) = sl R

Sample 1

llh.

=244 43381 — [210,19; 277,81 ] ﬂmﬂn_ , ,

0x 3 0 X 9 0 X 3

Sample 2 Bootstrap distribution Bootstrap distribution 3

6.2.1.4. Qué tan exacta es una distribucion or

Sl:mpleZ fl | Sample1
bootstrap? . T hg
Las distribuciones muestrales de un estadistico ; TS
0 x¥3 0 x 2 0

x 3
muestran la variacién del estadistico debido a

.z . . . Sample 3 Bootstrap distribution Bootstrap distribution 4
la seleccion de distintas muestras aleatorias a e i ’ sq for
o Sl
partir de la poblacién. Ahora hemos usado la jdz T
distribucién bootstrap como un sustituto de la ]ﬂﬂlﬂ— b

0x 3 0 x 3 0 x 8}
distribucion muestral. Esto introduce una se-
Sample 4 Bootstrap distribution Bootstrap distribution 5

gunda fuente de variabilidad aleatoria: el re- for -
muestreo es elegido aleatoriamente a partir de
la muestra original. La inferencia bootstrap ge- B"ﬁ
nera una distribucién bootstrap y la usa para

~

! . . . Sample 5 Bootsimp distribution Bootstrap distribution 6
informarnos acerca de la distribuciéon muestral. "~ Somple 5 @ | somple
Podemos confiar en esa inferencia? En la figura Am ’_l |||ﬂ|||

de la derecha puede verse un ejemplo del proce- A

0 x 3
so completo. La distribucion de la poblacién tiene dos picos y esta lejos de ser normal. La

distribucién muestral aparece a la derecha de la anterior, y es aproximadamente normal,
como se espera por el teorema del limite central. Los histogramas en la columna de la
izquierda son 5 muestras de 50 puntos extraidas de la poblaciéon mientras que la columna
central muestra el resampleo de cada una de esas muestras (1000 resampleos cada una).
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6 Inf. Est.: Estimacion (1I)

Finalmente, la columna de la derecha son distintos remuestreos de la muestra 1. Por lo
tanto, si comparamos las 5 distribuciones bootstrap de la columna central, veremos el
efecto de la eleccién aleatoria de las muestras originales, mientras que si comparamos
las 6 distribuciones bootstrap realizadas a partir de la muestra 1, veremos el efecto de
el remuestreo aleatorio. Las conclusiones son las siguientes:

= Cada distribucién bootstrap estd centrada cerca del valor del estadistico original.
Esto significa que las estimas bootstrap del sesgo son pequetias en todos los casos.

» Los 5 remuestreos (columna central) son similares a la distribucién muestral en
forma y dispersién. La variacion muestra a muestra no es importante.

= Los 6 remuestreos de la muestra 1 son muy similares en forma, centro y dispersion.
Esto significa que el resmuestreo aleatorio introduce muy poca variacién debido a
la eleccién aleatoria de la muestra original a partir de la poblacion.

Por lo tanto, si una distribucién bootstrap esta basada en una muestra moderada-
mente grande a partir de la poblacion, su forma y dispersién no dependen fuertemen-
te de la muestra original e imitan la forma y dispersion de la distribucién muestral.

Ahora sabemos que casi todas las variacio-
nes entre distribuciones bootstrap para un es- e
tadistico, tal como la media, proviene de la se- /
leccion aleatoria de la muestra original a partir
de la poblacién. También sabemos que en ge-
neral los estadistas prefieren muestras grandes — S=! DAt FaErpdiEintiad
porque las muestras pequenas dan resultados e et
mas variables. Este hecho general también es |
cierto para los procedimientos bootstrap. Vea-
mos un nuevo ejemplo, el cudl se encuentra gra- T T
ficado en la figura de la derecha. El esquema es = '
el mismo que el del ejemplo anterior, salvo que J_HH,
ahora las muestras seleccionadas son de tamafio

Sample 3 Bootstrap distribution Bootstrap distribution 4
n = 9. La distribucién de la poblacién es nor- o s [l o
mal, por lo tanto, por mas que el tamaiio de las |
muestras sea pequeno, la distribucién muestral 5 ' 3

ution ing distribution
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es normal. Las distribuciones bootstrap (colum- .. S Sootstap ditibation
na central) muestran mucha més variacién en Somples m Sompie1
forma y dispersion que las del ejemplo anterior.

Por ejemplo, el remuestreo de la muestra 4 nos = LA ¥ 303 E 5
da una distribuciéon bootstrap muy asimétrica.  smpes Boostrp disbution Bootp dttion's
Por lo tanto, las distribuciones bootstrap no son Sample 5 Sample 1
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similiares a la distribucién muestral. Es decir, ' || “
no podemos confiar en una distribucién boots-
trap realizada a partir de una muestra pequena
para que reproduzca la forma y la dispersiéon de
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la distribuciéon muestral. Por otro lado, los 6 remuestreos de la muestra 1 son todos simi-
lares. Esto se debe a que cada distribuciéon bootstrap esta hecha con 1000 remuestreos.
En conclusién, el método bootstrap no puede sobrellevar la debilidad de muestras pobres
como una base para la inferencia. Algunos procedimientos bootstrap son usualmente méas
exactos que métodos estandar, pero incluso ellos no son lo suficientemente exactos para
muestras muy pequenas.

Por 1ltimo, analizaremos el caso de aplicar
el método bootstrap cuando se usa como es-

tadistico a la mediana. Cuando hicimos el ejem- Population Sampling

A . N distribution distribution Rzt mvdtiom = A
plo de los precios de las propiedades elegimos f Sample median -
como estadistico la media recortada en vez de ~—- . o)

la mediana. En parte, esto se hizo porque el

procedimiento bootstrap no funciona bien con ! dif.?i‘ifii?fiﬁ dis.iiiﬁ‘.?:}?‘z’
la mediana a menos que la muestra original sea sample1 St
bastante grande. Para entender mejor esto, vea- 4 & o5 o4 m it
mos un ejemplo. El esquema del ejemplo es muy —_— N o
i 1 i 3 distribution istribution
parecido a los ejemplos anteriores, con la dife- H|H ‘ . o
: s . Sample 2 ample
rencia que ahora el estadistico es la mediana 1|
(figura de la derecha). La letra M idenfica al va- = " R oo 0
lor de la mediana en la poblacién mientras que Sample3  Toostap 4 Bootsmp
m denota la mediana muestral. Las 5 muestras Sample3 e
son de tamanio n = 15. Como puede verse en " o .
-4 mn 10 —-4 m 10 -4 m 10
la columna central, las 5 distribuciones boots-

3 ample ootstral Bootstra
trap difieren marcadamente una de otra y de e dig"bt:‘f;ng d“‘"“’“““ZE
la distribucién muestral. Este es el porqué. La | |||| | || ™ st

Al L

mediana de un remuestreo de 15 puntosesla 8 4+ D4 om D4 om 10

observacién més grande. Esta siempre es una de _— . e
: e P distribution distribution ¢

las 15 observaciones en la muestra original y es = s
: X Sample 5 Sample 1

usualmente una de las observaciones del medio.

:1 m 1'0 ~I4 m ll() 4‘{ m 1'0

Entonces cada distribucién bootstrap repite los
mismos pocos valores, y estos valores dependen
de la muestra original. La distribucién mues-
tral, por otro lado, contiene todas las medianas de todas las posibles muestras y por eso
no esta confinada a unos pocos valores. La dificultad disminuye cuando la tamano de la
muestra es par, ya que la mediana surge del promedio de las dos observaciones centrales.
Es mucho menos notable, ademads, si las muestras son moderadamente grandes, digamos
n = 100 o més. Los errores estandar bootstrap provenientes de esas muestras y los IC son
razonablemente exactos, aunque las formas de las distribuciones bootstrap ain se vean
raras. Esta misma dificultad se encontrard para otros estadisticos, como por ejemplo los
cuartiles, los cuales son calculados por una o dos observaciones de una muestra.

86



6 Inf. Est.: Estimacion (1I)

6.2.2. Método Jackknife

Por tultimo, describiremos brevemente otra técnica de remuestreo muy conocida. El
métodos se denomina Jackknife y es principalmente til cuando la dispersiéon de una
distribucién es grande o existe la presencia de valores atipicos (outliers) en la muestra.

Supongamos que tenemos una muestra de tamano n extraida a partir de una poblacién
y estimamos el estadistico, por ejemplo, la media muestral . El procedimiento es similar
al descripto para el caso del método bootstrap, en el sentido que el método Jackknife
también remuestrea la muestra original de datos de manera de obtener varias muestras.
La diferencia es que el remuestreo se hace eliminando un elemento z; a la vez de la
muestra y calculando el estadistico correspondiente para la nueva muestra de tamano
n—1. Este procedimiento genera que el nimero de remuestreos que se pueden lograr este
limitado por el tamano de la muestra original. Con los nuevos n valores para el estadistico
(EZJ ) surgidos del procedimiento Jackkniffe, se puede calcular el error estandar de dicho
estadistico, haciendo

n

Sy= | S @ - w2

n ;
=1

Este método también es capaz de dar una estima del sesgo. Si tenemos una situacién en
la cudl una cantidad estimada tiende a salirse por arriba o por abajo del valor verdadero
en una muestra muy pequenia. Entonces la estima de T con los n puntos serd mas grande
o mas chica que el valor verdadero. Si esto pasa, uno podria esperar que, eliminar una
medicion, como se hace en el Jackknife, disminuya el sesgo. Este efecto se mide com-
parando las media de los valores del Jackknife con la media de toda la muestra. Si hay
diferencias, se puede corregir por el sesgo usando

Tc=7— (n-1)(7 —7)

Observar que el método jackknife también suele aplicarse no elimimando un elemento a
la vez, sino, eliminando un conjunto de elementos cada vez.
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7. Inf. Est.: Prueba de Hipétesis (I)

Los métodos de estimacion estudiados en anteriormente usan la informacién propor-
cionada por los estadisticos muestrales para estimar con cierta probabilidad el valor de
un parametro poblacional. Ahora se analizard el método de prueba de hipétesis que es
un enfoque diferente. En éste caso, se supone a priori el valor del pardametro y sobre la
base de la informacién obtenida en una muestra se somete a prueba la suposicion, para
luego tomar con cierta probabilidad, la decision de rechazar o no rechazar la hipétesis.
La prueba de hipétesis (desde ahora, PH) o contrastacién de hipdtesis es uno de los
métodos estadisticos mas usados en las ciencias naturales por ser un procedimiento que
le proporciona al investigador un criterio objetivo para tomar decisiones con base a un
numero limitado de observaciones. Algunos de los problemas que podemos resolver con
este método son los siguientes:

1. Determinacién del nivel de confiabilidad de un estadistico.

2. Comparacién de dos distribuciones para variables aleatorias discretas.
3. Comparacion de dos distribuciones para viariables aleatorias continuas.
4. Determinar la independencia estadistica de dos poblaciones.

En esta seccion solo desarrollaremos el primero de los puntos, mientras que dejaremos
el tratamiento de los demas casos para la siguiente seccion.

71. PH: un procedimiento de decision

Antes de estudiar las distintas etapas y casos de las que consta el procedimiento para
la PH, consideraremos un ejemplo que servird para mostrar los fundamentos del proceso
y la toma de decisiones.

Ejemplo: Con el propdsito de determinar el efecto de una nueva dieta se forman varios
lotes de 36 ratones con un peso aproximado a los 30 g. Para verificar si los grupos son
homogéneos en cuanto al peso, vuelve a pesar cuidadosamente los 36 ratones de cada
grupo y le calcula el valor promedio y la desviacién estandar. Ahora el investigador
se encuentra ante una disyuntiva: a) si el valor promedio de peso para cada grupo se
considera como una simple desviacién fortuita de los 30 g dada la variabilidad carac-
teristica de las muestras aleatorias, no hay necesidad de reorganizar el grupo, y b) si
el valor medido esta verdaderamente desviado del valor esperado de 30 g es necesario
reorganizar el grupo sustituyendo los ratones causantes de la desviacién. A fin de tener
un criterio objetivo que le ayude a tomar la mejor decisién, el investigador establece
como premisa que el peso promedio p de la poblacion es de 30 g. Si esto es cierto es
de esperar que el valor promedio T del grupo o muestra sea muy cercano a dicho va-
lor y su probabilidad de ocurrencia sea alta. Si esto sucede se acepta la hipotesis y se
considera que la desviaciéon del peso promedio de la muestra con respecto a la media
esperada es producto de la naturaleza aleatoria de la variable peso, siendo innecesa-
rio reorganizar el grupo de ratones. Pero atun siendo cierto que pu = 30, es posible,
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aunque poco probable, que los 36 ratones tengan un peso promedio alejado del peso
esperado de 30 g. En éste caso, el investigador puede aceptar que g = 30 y considerar
que ocurrié un hecho poco probable o alternativamente decidir que en lugar de haber
sucedido algo improbable considerar que el valor de la media poblacional es menor a 30.
Entonces, supongamos que el investigador en-

contré que uno de los grupos dié como resultado

un promedio de 29.3 g con una desviacién de 2

g. De acuerdo a lo dicho anteriormente, para

poder tomar la decision de reorganizar o no el

grupo de ratones, se debe proceder a determi-

nar si 29.3 ocurre con una probabilidad alta o

baja teniendo como hipétesis que p = 30. Co-

mo el peso promedio observado es menor a 30

se debe proceder a hallar la P(X < 30). Como 29.3
el tamano de la muestra es grande (n = 36)

se puede afirmar, de acuerdo al Teorema del

Limite Central, que dicha variable se distribuye normalmente con media igual a 30 y
desviacién igual a Sz = 2/v/36 = 0,33 . Por lo tanto la probabilidad buscada ser:

30

29,3 — 30

P(X<293)=P|Z<
(X' =29.3) < - 0,33

) =0,0179

Esta probabilidad tan baja (figura de la derecha), tiene dos explicaciones: a) es cierta la
hipétesis y ocurrié un hecho casi imposible como el de obtener un peso promedio igual
a 29.3 que estd muy alejado del valor esperado de 30 g., y b) no es cierta la hipStesis
anterior y el valor esperado es mucho menor a 30. La explicaciéon b resulta obviamente
mas razonable. Si el valor de la media muestral hubiese sido de 29.9, la probabilidad de
ocurrencia serfa de 0.382. Esta probabilidad es alta siempre y cuando p = 30. Por lo
tanto resulta razonable aceptar la presuncién de que el peso promedio del grupo todavia
es igual a 30 g. Pero si el valor de la media muestral fuese 29.57 La probabilidad de
ocurrencia daria 0.1151. En este caso la probabilidad no es tan baja para rechazar de
inmediato que ¢ = 30 y tampoco es tan alta para aceptar sin mayores consideraciones.
La mejor manera de resolver el problema es estableciendo previamente un valor limite
para aceptar o rechazar la hipétesis y asi poder tomar una decisién inmediata. Este
valor limite debe excluir los valores que ocurren con menor probabilidad. Por lo general
se excluyen aquellos valores cuya probabilidad de ocurrencia es igual o menor a 0.05. Una
vez que se elige el valor de probabilidad que sirve de criterio para tomar una decisién,
se pueden conocer cudles valores de la variable cumplen con ésta decision. Si decidimos
que el valor de probabilidad critico es 0.05, todos los valores que rechazan la hipétesis
establecida son aquellos cuya P(X < ) = 0,05 . Esta probabilidad es equivalente a
P(Z < z) = 0,05. Buscando en la tabla se encuentra que el valor de Z que tiene a su
izquierda una area de distribucién de 0.05 es -1.64. Por lo tanto, tenemos que

T = fig + 20,0552/ v/ = 30 4 (—1,64)2/v/36 = 29,46
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Este valor es ahora nuestro limite para tomar
la desicion de aceptar o rechazar la presuncion
de que p = 30. Si la media del grupo de rato-
nes es menor a 29.46 se rechaza la premisa y si
es mayor se acepta (figura de la derecha). Aho-
ra sabemos que 0.54 es la maxima desviacion
que se puede aceptar para concluir que la dife-
rencia entre la media observada y la esperada 29.46 30

es simplemente aleatoria. Volviendo al caso de  (Zona Red‘““! Zona Aceptacion ,

los ratones, el investigador ahora conociendo el

peso promedio de cada grupo puede tomar rapi-

damente una desicién para mantener o reorganizar el grupo, simplemente comparando
la media obtenida con el valor critico de 29.46 g.

72. Procedimiento general para la PH

En el procedimiento usado para resolver el ejemplo anterior se pueden identificar varias
etapas fundamentales, las cuales se pueden reordenar e identificar en la siguiente forma:

Hipétesis

Nivel de significacién
Estadistico de prueba
Zona de aceptacion
Cémputos necesarios
Decisién

NS Tt W=

Conclusién

En lo que sigue supondremos que todas las variables usadas siguen una distribucién
normal y la mayoria de las veces usaremos la media poblacional p como ejemplo del
parametro a estudiar.

7.2.1. Hipétesis

Por lo general toda investigacién en el campo de las ciencias naturales se inicia a partir
de una hipdtesis la cual es una explicacién tentativa que se da a un hecho observado.
Ahora bien, en la formulaciéon de cualquier hipdtesis estd implicita una hipétesis alter-
nativa. Por ejemplo, se puede plantear como hipétesis de investigacién que el ejercicio
constante disminuye el nivel de colesterol en el plasma sanguineo, pero asociada a es-
ta hipotesis existe otra premisa alterna que se opone, en éste caso la alternativa seria
que el ejercicio constante no disminuye el nivel de colesterol en el plasma sanguineo.
Estas hipotesis de investigacion, para poderse someter a prueba, deben concretarse en
términos cuantitativos, tranformandose en hipétesis estadisticas. En forma general las
hipétesis estadisticas son afirmaciones que involucran una propiedad de la distribucién
probabilistica de la variable aleatoria que se estd estudiando, propiedades como son la
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media, la varianza, un valor de proporcién o la forma de la distribuciéon. De modo que
el primer paso en un proceso de decisién es formular las hipotesis estadisticas, las cuales
reciben el nombre de hipdtesis nula (Hy) e hip6tesis alternativa (H;). La hipdtesis nula
se dice que es una hipotesis simple, porque es una afirmacién de igualdad con un valor
especifico, mientras que la hipdtesis alternativa se dice que es compuesta porque puede
asumir diferentes valores. Si se representa un parametro poblacional por letra griega 6
y con By un valor cualquiera del parametro, la forma genérica de la hipétesis nula seria
una igualdad entre el pardametro y un valor especifico del mismo:

Hy: 60 =20,
Por su parte la hipotesis alternativa se puede representar con una de las tres posibilidades
siguientes:
0 > 0
H : 0 < 6y
0 # 6y

La utilidad de plantear las hipotesis de ésta manera se explica porque el rechazo de Hy
es un veredicto mucho més robusto que su no rechazo, puesto que es necesario acumular
evidencia cientifica muy fuerte para poder rechazar una hipétesis nula. Por lo tanto la
consecuencia de rechazar una hipétesis nula es un gran apoyo a la hipdtesis alternati-
va. [lustremos esta situaciéon con la analogia siguiente: en los procesos judiciales donde
hay alguien acusado de un delito, hay dos hipdtesis: inocente (Hp) y culpable (H;). El
fiscal publico tiene interés en probar que el acusado es culpable. Para poder llegar a
una decision de culpable es necesario presentar suficientes evidencias que garanticen que
la decision es correcta. De no tenerse evidencias fuertes la hipdtesis nula de inocencia
no puede ser rechazada, pero esto no significa que se comprobé la inocencia del acusa-
do, sino que no se logré acumular suficientes elementos para rechazar Hy. De hecho es
posible que con nuevas investigaciones se determine la culpabilidad del acusado. Por el
contrario habiéndose obtenido fuertes evidencias de culpabilidad, se acepta la hipdtesis
alternativa, decisién que es mucho mas dificil revertir. En otras palabras la probabilidad
de cometer un error es mucho menor al rechazar Hy que al no rechazarla. En la practica
juridica, si la evidencia es débil es preferible equivocarse declarando inocente a alguien
culpable que condenando a un inocente. Un razonamiento similar a éste es el que usan los
investigadores cuando plantean como hipotesis alternativa el evento que se quiere pro-
bar. Si los datos usados para probar las hipétesis proporcionan suficiente evidencia para
rechazar la hipétesis nula, como consecuencia inmediata la hipétesis alternativa recibe
un respaldo muy fuerte. Pero si el investigador hubiese planteado el mismo evento como
hipétesis nula, su no rechazo no demuestra que el evento de interés sea verdad, sino que
los datos no proporcionaron evidencia para rechazarla, dejando abierta la posibilidad de
poder ser refutada con otro conjunto de datos o que otra hipétesis sea la verdadera. Por
esta razén, es que la sustitucion del término no rechazar Hy por el término aceptar Hy ,
no es muy conveniente y de hacerlo se debe estar consciente que la aceptacién de Hy es
sélo temporal. El ejemplo que sigue puede aclarar la temporalidad de una aceptacion de
Hy. Suponga que alguien afirma que todos los granos de porotos que hay en un saco son
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

de color negro. Para probarlo toma un punado de granos y observa su color. Si todos los
porotos del puniado son negros, no significa que probo su premisa, solamente le dio apo-
yo. Puede repetir el ensayo muchas veces con el mismo resultado, pero mientras existan
granos de porotos en el saco su hipdtesis no estd probada, porque si en alguno de los
ensayos encuentra un solo grano de otro color, la hipétesis nula queda definitivamente
negada y por el contrario la hipétesis alternativa implicita de que no todos los granos
de porotos del saco son negros queda plenamente confirmada.

La formulacién de una hipdtesis no siempre es una tarea facil debido a que no todas
las situaciones son obvias. Al no existir normas ni procedimientos que se puedan aplicar
para plantear correctamente las hipdtesis estadisticas, el investigador debe apelar a la
experiencia y a su conocimiento del sistema bajo estudio.

7.2.2. Nivel de significacion

El proceso de PH se basa fundamentalmente en determinar si la diferencia que existe
entre el valor del estadistico muestral y el valor del pardmetro poblacional es lo sufi-
cientemente grande que no pueda atribuirse simplemente al azar, sino a la falsedad de
la hipétesis nula. A fin de determinar el tamafio que debe tener esta diferencia para
que sea significativa se establece un criterio o limite de significacién. Cualquier valor
del estadistico que supere este limite se dice que alcanz6 una diferencia significativa con
respecto al valor del pardmetro. El limite se establece de forma que sélo alcanzan la sig-
nificacién aquellos valores que ocurren con una probabilidad igual o menor a 0.05 (podria
ser 0.10 o 0.01). El establecimiento del limite de significacién define de inmediato dos
zonas en la distribucién de valores del estadistico: a) una zona de aceptacién de Hy |,
dentro de la cual las diferencias entre el estadistico y el parametro no son significativas,
y b) una zona de rechazo de H dentro de la cual las diferencias entre el estadistico y el
parametro son significativas.

7.2.2.1. Errores de tipos | y Il

Cualquier decisién dentro del proceso de prueba de hipétesis lleva asociado cierto riesgo
de fallar. Es decir que siempre existe la posibilidad de tomar una decisién equivocada, s6lo
que en este tipo de prueba se tiene la ventaja de conocer de antemano la probabilidad de
equivocarse. Las posibles situaciones al tomar una decisién pueden verse en la siguiente

tabla.
DECISION
CONDICION REAL Rechazar Ho No Rechazar Ho
Hy cierta Error (Tipo I) Acierto
Hy falsa Acierto Error (Tipo I1)
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

El razonamiento basico del proceso de PH supone que si el plantemiento de la hipgtesis
nula es cierto, la mayoria de las muestras proporcionaran valores del estadistico muestral
6 muy préximos al parametro 6, y por lo tanto caeran dentro de la zona de aceptacion
(figura superior izquierda).

VANYAN

‘
Zona de aﬂlllﬂﬂ!m Zona rechazo Zona de ac eptacmn Zona rechazo

Ho falsa | I Hi cierta
0,

6 0

Pero también una minoria de observaciones puede no caer en la zona de aceptacién a
pesar que Hj sea cierta, provocando que se tome una decisién errada, aunque se tiene a
favor que se conoce la magnitud del error (figura superior derecha). Por ejemplo cuando
se define una zona de aceptaciéon donde se espera caigan el 95% de las observaciones si
Hj es cierta, también se estd determinando que en un 5 % de los casos se puede cometer
una equivocacion al rechazar Hy cuando de hecho es cierta. Es decir que la probabilidad
de cometer una falla es igual a 0.05. Este tipo de error se llama Error Tipo I y su
probabilidad se identifica con la letra «.

También se puede cometer un error si se acepta Hy cuando de hecho es falsa. Esto sucede
cuando una observacién cae dentro de la zona de aceptacion de Hy, siendo la hipdtesis
H, la verdadera (figura inferior). Este tipo de error se conoce como Error Tipo II y su
probabilidad se identifica con la letra 8. En términos de probabilidad los dos tipos de
errores se expresna de la forma siguiente:

-~

P(ET I) = P(0 Zona rechazo/Hy cierta) = o

P(ET IT) = P(0 Zona aceptacién/H, cierta) = 3

Como se puede notar, tanto a como [ son probabilidades condicionadas. En cualquier
PH lo mas conveniente serd que ambos tipos de errores sean lo mds pequenos posible,
pero esto no es ficil de lograr porque al intentar disminuir uno el otro aumenta pro-
porcionalmente. Afortunadamente, al aumentar el tamano de la muestra disminuye la
probabilidad de cometer el Error Tipo II y se mantiene constante la probabilidad de
cometer el Error Tipo I. De acuerdo a lo visto hasta ahora, seria légico concluir que
es necesario conocer la magnitud con la cual ambos errores operan en una PH. La-
mentablemente, esto sdlo es posible para el Error Tipo I. Debido a la naturaleza del
procedimiento, al formular una hipétesis nula no sélo se supone el valor de un parame-
tro, sino que se presume la ubicacién de la distribucién de probabilidades del estadistico
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

de prueba. La consecuencia de esto es que puede fijarse un valor de « y establecerse la
respectiva region de rechazo de Hy. Esto no es posible para el caso del Error Tipo II. Aun
cuando se rechace Hy se desconoce el valor de la hipétesis alternativa y por lo tanto la
ubicaciéon de la distribucién probabilistica del estadistico de prueba, no pudiéndose fijar
el valor de (8 . Por tales razones en toda PH una vez que se han formulado la hipétesis
se fija el valor de « con el cual se cuantifica el riesgo que se esta dispuesto a correr al
rechazar una hipétesis nula cierta. El valor de « se conoce como nivel de significacion,
término con el cual se quiere destacar que cualquier estadistico cuya probabilidad de
ocurrencia sea igual o menor al valor de «, mantiene una diferencia tan grande con el
valor del parametro supuesto que se puede concluir que no pertenece a la distribucién
con la cual se estd trabajando y por lo tanto asegurar que Hy es falsa y otra hipdtesis
es la verdadera.

7.2.3. Estadistico de prueba

Para poder someter a prueba las hipétesis formuladas, es necesario usar alguna pro-
piedad o estadistico de las muestras que esté realcionado con el parametro objeto de la
inferencia. Estas propiedades muestrales reciben el nombre genérico de estadisticos de
prueba. Sin embargo, por razones practicas, muchas veces los estadisticos de prueba no
se usan en su forma original sino con otras formas equivalentes o derivadas (ver tabla).

Parametro Estadistico de prueba Estadisticos de prueba derivados

z=(F-u)/(c/\n)
z=(x—p)/(s/\n)

Media () x
t=(X—u)/(s/\In)
o 03 o7
Z=(x2—Xp)—(f2—u1)) || —+—
ny o ong
Diferencia de medias _ Z= (%= )—( ) .722+S%
X2 —Xx =(X>—Xx; )— - < 4+ 4
(1 —11) 2= X] 2= X1 )= (2~ H) -
52§52
— (¥ = °2 401
T=(xp—Xp)—(H2—-H1 )] | =+
nz nj
Varianza 52 x? :(n—])SZ/O'OZ
Raz6n de varianzas 522/512 F :(550'22 )/( S?O']Z )

La utilidad de estos y otros estadisticos de prueba se vera cuando se traten particular-
mente las PH para algunos parametros.
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

7.2.4. Zona de aceptacion

Una vez conocido el estadistico de prueba a utilizar, asi como su distribucién, es
necesario definir en la distribucién del estadistico muestral una zona de aceptacién y
una zona de rechazo de la hipdtesis nula. La zona de aceptacion de Hy esta formada por
todos los valores del estadistico de prueba que ocurren con una probabilidad mayor a la
establecida en el nivel de significacién. Por el contrario, la zona de rechazo esta formada
por todos los valores del estadistico de prueba cuya probabilidad de ocurrencia es igual o
menor al valor establecido en el nivel de significacién. La zona de rechazo a diferencia de
la zona de aceptacion, y dependiendo de la hipdtesis alternativa planteada, puede estar
orientada en diferentes direcciones a lo largo del eje de valores de la variable aleatoria.
Las definiciones serfan: zona de rechazo a la derecha, a la izquierda y doble (ver figura).

A)) Prueba de una cola hacia la derecha »
Zona de aceptacion Zona de Rechazo

H :0 >0, 4 —c t T >
9, ﬁk pB)<a 6
B) Prueha de una cola hacia la izquierda
Zona de Rechazo Zona de aceptacion
H,:8 <9, < o l-a >
pl)<a ék 6, b
C) Prueba de dos colas
Zona de Rechazo| 7,na de aceptacion Zona de Rechazo
H,:0 =6 | g alz 1— o alz -
p®<%y g, 9, 8, p@I<%Z 3

Para concretar una decision, es necesario encontrar un valor crtico (ék), el cudl es el valor
del estadistico de prueba que separa la regién de aceptacién de la regién de rechazo.
Esto explica la importancia de conocer la distribucién del estadistico de prueba. El valor
requerido se obtiene usando las tablas de probabilidad acumulada de las distribuciones de
probabilidad que estos estadisticos siguen. La cuantia del valor critico depende, ademas
de la distribucién de probabilidad, del valor de « (ver tabla).

a=0,100 + 2.0.000) = 1,29 + 1,0.00: 10)= 1,372
a=0,050 + 200.950) = 1,65 + 1,0.05: 10)=1,812
a=0,025 + 200.975) = 1,96 + 100.075: 10) = 2,228
a=0,010 + 2.0.000) = 2,33 +10.99: 10) = 2,764
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

7.2.5. Coémputos

Con los datos proporcionados por una muestra de tamano n se calcula el estadistico
de prueba. La mayoria de las veces no se usa el estadistico de prueba directamente
sino alguna de sus formas equivalentes, algunas de las cuales requieren para su uso que
también se calcule la desviacion estandar. La otra cantidad que hay que cuantificar es
el valor critico el cual depende del nivel de significacion especificado y de la distribucién
probabilistica que siga el estadistico de prueba.

7.2.6. Decision

En la dltima etapa en el procedimiento de PH se debe tomar la decisién de rechazar
o no la hipétesis nula. Si el estadistico de prueba cae dentro de la regién de rechazo, se
considera que la diferencia entre el parametro y el estadistico de prueba es significativa y
que la misma no puede atribuirse inicamente a las variaciones aleatorias de las muestras,
por lo tanto se rechaza la hipétesis nula y se declara como falsa. Si por el contrario el
estadistico de prueba se ubica en la zona de aceptacion se considera que la diferencia
entre el pardametro que y el estadistico de prueba es no significativa y que dicha diferencia
es simplemente aleatoria, en consecuencia se puede aceptar la hipdtesis nula planteada.
Aqui es necesario recordar que la decisién de aceptar Hy es una forma corta de decir que
no existe suficiente evidencia para rechazarla y que en modo alguno se esta concluyendo
que la hipétesis nula es verdadera. Solo se estd aceptando temporalmente, hasta que se
pruebe lo contrario.

7.2.7. Conclusion

En los inicios de ésta seccion se dijo que la resoluciéon de todo problema cientifico
comenzaba con la formulacién de las hipétesis de investigacién, que luego eran trans-
formadas en hipétesis estadisticas, que como hemos visto son las premisas sometidas
al proceso de PH. De modo que para cerrar el ciclo del proceso, es necesario que las
conclusiones estadisticas se transformen en conclusiones de investigacion.

Finalmente es importante enfatizar que las decisiones de un investigador no tienen que
ser siempre consecuentes con las decisiones estadisticas. Los métodos estadisticos sélo
proporcionan elementos de juicios objetivos y poderosos, que deben ser tomados en
cuenta por el investigador al momento de decidir, pero no son los tnicos, hay otros
elementos de juicio de naturaleza no estadistica que el cientifico puede considerar para
tomar una decision. En otras palabras decidir entre dos o mas alternativas siempre queda
a juicio del investigador.
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (I)

73. PH para una media poblacional

7.3.1. PH para una media pobl. cuando la muestra proviene de una poblacién
distribuida normalmente y con varianza conocida

Ejemplo: Un médico traumatoélogo afirma que el contenido de calcio en los huesos de
mujeres que padecen osteoporosis después de aplicarsele cierto tratamiento es mayor al
valor promedio observado para la poblacién femenina que padece esta enfermedad, el
cual se sabe es igual a 270 mg/g con una desviacién de 120 mg/g. Para probar su pre-
misa el investigador determiné el contenido de calcio en los huesos de 36 individuos que
fueron sometidos al tratamiento y pudo determinar que dicha muestra arroja un valor
promedio de calcio igual a 310 mg/g. La concentracién de calcio es una variable que se
distribuye normalmente.

Las hipdtesis de investigacion son las siguientes:

Hy: el tratamiento para la osteoporosis no tiene ningin efecto.

Hj: el tratamiento para la osteoporosis aumenta los niveles de calcio en los huesos.
Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipdtesis: Hy: p =270y Hy: p > 270.

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,05.

3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipétesis: ya que la variable se distribuye normalmente con varianza conocida lo
més conveniente es usar Z = (T — pu)/(c//n).

4. Establecer una zona de aceptacion para Hp: Como Hi : p > g, se trata de una
prueba de una cola hacia la derecha, siendo la zona de aceptacién ZA = {Z/Z <
Zl—a}‘

1.65 2 z
1

Zona de aceptacion Zona rechazo

5. Cémputos necesarios:
Z = (T —p)/(0/v/n) = (310 — 270)/(120/v/36) = 40/20 = 2
ZA={Z|Z < 2095} ={Z/Z < 1,65}

6. Decisién: Como Z = 2 > zg 95 = 1,65 el valor del estadistico de prueba se encuentra
dentro de la zona de rechazo. Por lo tanto se concluye que los datos proporcionan
suficiente evidencia para rechazar Hy.

7. Conclusién: Podemos afirmar que se tiene un 95 % de confianza que el tratamiento
aplicado a los pacientes enfermos de osteoporosis aumenta el nivel de calcio en los
tejidos Oseos.

97



7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

7.3.2. PH para una media pobl. cuando la muestra proviene de una poblacién
distribuida normalmente con varianza desconocida y tamaino de muestra
grande (n > 30)

Ejemplo: Un entomologo sospecha que en cierta zona endémica para el dengue el valor
de la tasa neta reproductiva (Rp) de una poblacién del mosquito Aedes aegypti vector
de dicha enfermedad, ha cambiado en relacién con el valor determinado hace 5 anos el
cual era igual a 205 individuos. Con tal propdsito determiné el valor de Ry a 40 hembras
criadas en el laboratorio y pertenecien-
tes a una cepa desarrollada a partir de
mosquitos capturados en la zona estudia-
da. Los resultados pueden verse en la ta-
bla. El investigador sabe que la varia-
ble se distribuye normalmente y quiere so-
meter a prueba su hipdtesis no querien-
do equivocarse en més del 5% de las ve-
ces.

228 11 201 21 141 31 144
173 12 212 22 169 32 226
182 13 162 23 163 33 228
197 14 282 24 159 34 192
205 15 216 25 192 35 205
260 16 181 26 231 36 237
233 17 249 27 257 37 223
289 18 174 28 174 38 226
158 19 196 29 206 39 182
199 20 220 30 149 40 195

T

Las hipotesis de investigacién son las siguientes:

Hy: la tasa neta de reproduccién no ha cambiado.

Hji: la tasa neta de reproduccién se modificé después de 5 afios.
Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipotesis: Hy : =205y Hy: pu # 205.

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: 1 — a = 0,95.

3. Eleccion de un estadistico de la muestra y de su distribucion para someter a prueba
la hipdtesis: ya que la variable se distribuye normalmente con varianza desconocida
y tamano grande, lo mds conveniente es usar Z = (T — p)/(s/y/n).

4. Establecer una zona de aceptaciéon para Hy: Como Hi : u # g, se trata de una
prueba de dos colas, siendo la zona de aceptacién ZA = {Z/ — z1_o)9 < Z <
+Zl—a/2}'

5. Coémputos necesarios: T = 202,9, s = 36,17,

Z = (T —p)/(s/v/n) = (202,9 — 205)/(36,17//40) = —2,1/5,719 = —0,37

JA= {Z/ — 2(07975) <7< +Z(07975)} = {Z/ — 1,96 <7< +1,96}
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

6. Decision: Como Z = —0,37, el valor del es-
tadistico de prueba se encuentra dentro de la
zona de aceptacion de Hy. Por lo tanto se con-
cluye que los datos no proporcionan suficiente
evidencia para rechazar Hy (ver figura).

7. Conclusién: La sospecha del investigador que
la tasa de reproduccién de la poblacién de . —1-9]5 -0.37 . R
mosquitos se habfa modificado fue rechazada 7,4 rechazo|Zona de aceptacion | Zona rechazo
con un 95% de confianza a la luz de la infor-
macién proporcionada por la muestra.

7.3.3. PH para una media pobl. cuando la muestra proviene de una poblacién
distribuida normalmente con varianza desconocida y tamano de muestra
pequeiio (n < 30)

Ejemplo: Un fisidlogo vegetal desea verificar si el contenido de nitrégeno en las hojas
jovenes de la especie Rhizophora mangle, es menor en las plantas que viven en una zo-
na ambientalmente protegida con relacién a las que viven en una zona que esta siendo
afectada por la contaminacién con fertilizantes y cuyo valor promedio se cuantificé en
14,6 mg/g de nitrégeno. El andlisis de 25 hojas jévenes provenientes de la zona protegida
produjo una media muestral de 10.48 con una desviacién estandar de 2.41. Si la concen-
tracion de nitrégeno se distribuye normalmente, apoya la evidencia proporcionada por la
muestra la presuncién que las plantas de la zona protegida contienen menos nitrégeno?.
El error tipo I no debe ser mayor al 1 %.

Las hipdtesis de investigacion son las siguientes:

Hy: la concentraciéon de N2 en las hojas jovenes de R. mangle en ambas regiones es la
misma.

Hy: la concentracion de Ny en las hojas jévenes de R. mangle es menor en la region
protegida.

Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipétesis: Hy: p=14,6 y Hy : p < 14,6.

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: 1 — a = 0,99.

3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipdtesis: ya que la variable se distribuye normalmente con varianza desconocida
y tamano pequeno, lo méds conveniente es usar T'= (T — u)/(s/y/n).

4. Establecer una zona de aceptaciéon para Hy: Como Hy : u < g, se trata de
una prueba de una cola hacia la izquierda, siendo la zona de aceptacién ZA =

{T/ - t(lfa;nfl) < T}
5. Computos necesarios:

T =(z—p)/(s/vn) = (10,48 — 14,6)/(2,41/v/25) = —4,12/0,482 = —8,55
ZA=AT/ —tp9929) <T} ={T/—2492<T}
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Inf. Est.: Prueba de Hipétesis (1)

6. Decision: Como t = —8,55 << —t(g9;04) =
—2,492, el valor del estadistico de prueba se
encuentra dentro de la zona de rechazo de Hy.
Por lo tanto se concluye que los datos propor-
cionan suficiente evidencia para rechazar Hj
(ver figura).

-8.55 -2.49| T
Zona de rechazo | Zona de aceptacion

7. Conclusion: Se puede afirmar con un 99 % de
confianza que la concentracién de nitrégeno
en las hojas de Rhizophora mangle en ambas
regiones es diferente.

7.3.4. PH para una media pobl. cuando la muestra proviene de una poblacién con
distribucién no normal y tamaiio de muestra grande (n > 30)

Ejemplo: En cierto nervio del cuerpo humano, los impulsos eléctricos viajan a una
velocidad promedio de 4,3 m/seg con una desviacién igual a 1,2 m/seg. Un fisidlogo
observé que la velocidad promedio de conduccién del impulso eléctrico en 45 individuos
con una distrofia fue de 3,7 m/seg. Basado en estos resultados el investigador presume
que con relacién a los individuos sanos en los individuos con distrofia el impulso eléctrico
viaja a menor velocidad en el nervio estudiado. Soportan ésta hipotesis los resultados
obtenidos?.

Las hipdtesis de investigaciéon son las siguientes:

Hy: la velocidad del impulso nervioso es igual en los individuos con distrofia y en los
individuos normales.

Hj: la velocidad del impulso nervioso es menor en los individuos con distrofia que en los
individuos normales..

Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipétesis: Hy: u=4,3y H1: p<4,3.

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: 1 — a = 0,95.

3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipétesis: aunque no se conoce la distribucién de la variable, como el tamano
de la muestra es grande se aplica el Teorema del Limite Central y por lo tanto la
media muestral se distribuye normalmente, por lo que lo mas conveniente es usar
Z = (@ — /(o) V).

4. Establecer una zona de aceptacion para Hyp: Como Hy : pu < g, se trata de
una prueba de una cola hacia la izquierda, siendo la zona de aceptacién ZA =
{2/ —20-a) < Z}.

5. Cémputos necesarios:

Z = (T —p)/(o/vn) = (3,7 —4,3)/(1,2/V45) = —0,6/0,18 = —3,354

ZA = {Z/ - 2(0795) S Z} = {Z/ - 1765 S Z}

100



7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (I)

6. Decision: Como z = —3,354 < —zg95 =
—1,65, el valor del estadistico de prueba se
encuentra dentro de la zona de rechazo de Hy.
Por lo tanto se concluye que los datos propor-
cionan suficiente evidencia para rechazar Hj
(ver figura).

a=0.05

7. Conclusién: Los datos soportan la suposicion - 3.33 71‘-65 z
4
. . e . ‘
del investigador que en los individuos con dis- o T na de aceptacion
trofia la velocidad de transmisién del impulso
nervioso es menor a la observada en individuos
normales.

v

74. PH para dos medias poblacionales

Posiblemente la situacién mas frecuente de investigacion en el campo de las ciencias
naturales sea la de decidir entre dos alternativas. Por lo general cuando se requiere escoger
entre dos métodos se recurre a una prueba de hipdtesis para dos medias poblacionales.
Esta prueba consiste basicamente en determinar si dos muestras estiman la misma media
poblacional, ya sea porque se supone que las muestras provienen de una misma poblacién
o de poblaciones diferentes con la misma media.

7.4.1. PH para dos medias pobl. cuando las muestras provienen de poblaciones
distribuidas normalmente y con varianza conocidas

Ejemplo: De acuerdo a los estudios efectuados sobre el contenido de estroncio en los
seres humanos se sabe que ésta variable se distribuye normalmente con varianza 144.
Los mismos estudios indican que el contenido de este elemento
en los huesos disminuye con la edad de las personas. En una
investigacién relacionada con éste problema, un quimico de-

Niveles de estroncio pug/g
35-44 afos 45-54 afios

terminé mediante la espectrofotometria de absorcion atémica, 4045 4821
el contenido de estroncio en muestras de huesos fracturados 55,15 23,37
de pacientes femeninos pertenecientes a dos grupos etdreos 67,59 2542

. 80,58 41,94
diferentes. Los resultados pueden verse en la tabla. Estos re- e 00 065
sultados apoyan la hipétesis de la disminucién de los niveles 68.09 4475

de estroncio en el tejido éseo al incrementar la edad de las 72.06 51,69
personas? Use a = 0.03 .

Las hipdtesis de investigacion son las siguientes:

Hj: el contenido de estroncio en los huesos no se modifica con la edad de las personas.
Hjy: el contenido de estroncio en los huesos disminuye con la edad de las personas.
Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipétesis: si se considera que la poblacién de edades entre 35 y
44 anos tiene una media ;1 y que la poblacién con edades entre 45 y 54 afnos tiene
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

una media po, las hipotesis estadisticas a probar son:
Hy: pr=p2 o p1 —p2 =0

Hy: pr>p2 0o pp—p2>0

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,03.

3. Eleccion de un estadistico de la muestra y de su distribucion para someter a prueba
la hipdtesis: puesto que la variable se distribuye normalmente con varianza cono-
cida y como se trata de una PH sobre diferencia de medias poblacionales lo mas

conveniente es usar i B
g (@1 =T2) — (1 — )

4. Establecer una zona de aceptaciéon para Hy: Como Hy : uy > ue, se trata de una
prueba de una cola hacia la derecha, siendo la zona de aceptacion ZA = {Z/Z <

Z(l—a)}'
5. Cémputos necesarios: T = 66,0, To = 39,43

Ty — To) — (g — —39,43) — 2
7 (1'1 $2) (,u,l /,LQ) _ (66,0 39, 3) 0 _ 6,57 _ 4714

o? | o2 144 | 144 6,41
Vo o ke

ZA={Z]Z < z0910)} ={Z/Z < 1,88}

6. Decision: Como z = 4,14 >> z(g g79) = 1,88, el valor del estadistico de prueba se
encuentra dentro de la zona de rechazo de Hy. Por lo tanto se concluye que los
datos proporcionan suficiente evidencia para rechazar H.

7. Conclusién: Se puede concluir con un 97 % de confianza que la evidencia aportada
por la muestra apoya la hipdtesis de la dismunicién del nivel de estroncio en los
huesos de las personas con la edad.

7.4.2. PH para dos medias pobl. cuando las muestras provienen de poblaciones
distribuidas normalmente, con varianza desconocidas y tamaiio de muestras
grandes (n1,n2 > 30)

Ejemplo: En el departamento de toxicologia del ministerio de salud se necesita sa-
ber si el contenido de nicotina en dos marcas de cigarrillos importados es la misma.
Con el propdsito de resolver la situa-

cion se le determina el contenido de Contenido de nicotina (mg)
nicotina a un lote de cigarrillos de ca- Marca “Kill me softly” Marca “Little life”
da marca, encontrandose los resulta- n 49 36

dos de la tabla. Si se sabe que la can-  Media 240 252

tidad de nicotina se distribuye normal- ~_Desviacion estindar 2,30 2.%0

mente, determine con un nivel de con-
fianza del 10 % si las dos marcas tienen la misma cantidad de nicotina.
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

Las hipdtesis de investigacién son las siguientes:

Hy: la cantidad de nicotina en los cigarrillos de las dos marcas es la misma.
Hjy: la cantidad de nicotina en los cigarrillos de las dos marcas es diferente.
Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipétesis: si se considera p; y po como el valor promedio del
contenido de nicotina en los cigarrillos ” Kill me softlyz ” Little liferespectivamente,
las hipdtesis a probar son

Hy: pr=p2 o pp —puz =0

Hy: py#p2 0o pp—p2#0
2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,10.
3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prue-
ba la hipédtesis: puesto que la variable se distribuye normalmente con varianza
desconocida y tamano grande, lo mas conveniente es usar

(T1 —T2) — (11 — p2)

82 82
Vi
4. Establecer una zona de aceptacion para Hg: Como Hy : uy # pe, se trata de una
prueba de dos colas, siendo la zona de aceptacion ZA = {Z/ — 2(1_q/2) < Z <
+z(1—a/2)}‘
5. Cémputos necesarios: s = 5,29, s3 = 8,41

7 = (T —T2) — (11 — p2) _ (24.0-252) 0 = —2,06

2 2
En S5 5,29 8,41
Vor T 19 T 35

A= {Z/ — 2(0’95) S A S +Z(0795)} = {Z/ - 1765 S Z S 1,65}

Z:

6. Decisién: Como z = —2,06 < z(g,95) = —1,65,
el valor del estadistico de prueba se encuentra
dentro de la zona de rechazo de Hy. Por lo
tanto se concluye que los datos proporcionan

suficiente evidencia para rechazar Hy.
@ =0.05

., . . . Ly
7. Conclusién: Se puede concluir que la evidencia ~ #2=%03

aportada por la muestra apoya como hipdtesis 5 g6 -1.65 165

que el contenido de nicotina en las dos marcas ¢ [ '
s di feren te Zona rechazo‘Zona de aceptacion |Zona rechazo

»
L4

7.4.3. PH para dos medias pobl. cuando las muestras provienen de poblaciones
distribuidas normalmente, con varianza desconocidas y tamaiio de muestras
pequeiias (n1,n2 < 30)

Ejemplo: En un estudio sobre la condicion ecolégica de los rios altiandinos, se deter-
miné la temperatura del agua en rios de paramo y de selva nublada, obteniéndose los
resultados siguientes:
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

Temperatura del agua (°C)
Rios I 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16
Paramo 10,5 15,0 14,5 8,5 7.5 13,5 15,0 11,5 17,0 13,0 13,5 14,5 13,5 15,0 10,5 10,0
Selva 19,5 17,0 13,5 9,0 12,0 16,5 16,5 18,0 18,0 18,0 12,0 16,0 12,0 14,5 16,5 17,0

Conociendo que la temperatura del agua es una variable que se distribuye normalmente,
se quiere poner a prueba la hipdtesis que predice que la temperatura promedio de los
rios de selva nublada supera la temperatura de los rios de paramo.

Las hipdtesis de investigacién son las siguientes:

Hy: la temperatura del agua en los rios es la misma en las dos unidades ecoldgicas.
H;: la temperatura del agua es mayor en los rios de la zona selva.

Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipotesis: si se considera a 1 y e como el valor promedio de
la temperatura del agua en los rios de paramo y de selva respectivamente, las
hipdtesis estadisticas a probar son:

Hy: po—p1 =0
Hy:opo—p1 >0

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,05.

3. Eleccion de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipétesis: como la variable se distribuye normalmente con varianzas desconocidas
y el tamano es pequeno, para poder seleccionar el estadistico de prueba a usar,
se debe determinar si las varianzas poblacionales se pueden considerar iguales o
diferentes. Para esto se puede hacer uso de las reglas préacticas para la comparacién
de varianzas. Como a = 0,05 y RV = s2/s% = (2,9)%/(2,66)? = 1,19 es menor a
2.5 se acepta que las dos varianzas son iguales. Por lo tanto se debe usar como
estadistico de prueba

(T1 —T2) — (11 — p2)

T: 2 2
ip+ip
ni ' na

4. Establecer una zona de aceptacion para Hgp: Como Hy @ po — pup > 0, se trata
de una prueba de una cola hacia la derecha, siendo la zona de aceptaciéon ZA =

{T/T < t(l—a;n1+n2—2)}'
5. Cémputos necesarios: 71 = 12,688, To = 15,375, s1 = 2,66, so = 2,9

2 (n1—1)s2 4+ (n2 — 1)s3 (16 — 1)(2,66)% + (16 — 1)(2,9)?

p ny+ no — 2 16 +16 — 2 ’
T1 — To) — — 1 —12 — 2
T — (IL‘1 l’z) (/,Ll ,ug) _ ( 5,38 ,69) 0 _ ,69 _ 2773
52 2 774 774 0,9836
ny ' ng 16 16

ZA=A{T/T <tpos30} ={T/T < 1,697}
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

6. Decision: Como z = 2,73 > t(g 95.30) = 1,697, el valor del estadistico de prueba se
encuentra dentro de la zona de rechazo de Hy. Por lo tanto se concluye que los
datos proporcionan suficiente evidencia para rechazar H.

7. Conclusion: Se puede concluir que se tiene un 95 % de confianza que la temperatura
del agua es mayor en los rios de selva nublada, que en los rios de paramo.

7.4.4. PH para dos medias pobl. cuando las muestras provienen de poblaciones
con distribucién no normal y tamaiio de muestras grandes (n1,n2 > 30)

Ejemplo: Se sabe que el contenido de calcio en los huesos de los animales de cierta
especie se distribuye normalmente con una varianza 57.6 para las hembras y 51.2 para
los machos. Con el propésito de determinar si existen diferencias en el contenido de cal-
cio entre machos y hembras se le determiné a 31 hembras y 33 machos el contenido de
calcio en el tejido 6seo, encontrandose que para la muestra de hembras el valor promedio
fue de 400.45 pug/g y para la muestra de machos fue de 395.24 ug/g. Cudl debe ser la
respuesta?.Use o = 0,05 .

Las hipdtesis de investigacion son las siguientes:

Hy: el contenido de calcio en los huesos de los animales de los dos sexos es el mismo.
Hji: el contenido de calcio en los huesos de los animales de ambos sexos es diferente.
Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipdtesis: si se considera p; y po como el valor promedio de
la concentracion de calcio en hembras y machos respectivamente, las hipdtesis a
probar son

Ho: pi=p2 0o pp—p2=0
Hy: pn#p2 0 i —p2 #0

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,05.

3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipétesis: aunque no se conoce la distribucion de la variable, como el tamano
de la muestra es grande, se aplica el Teorema del Limite Central. Por lo tanto, las
medias muestrales se distribuyen normalmente por lo que lo mas conveniente es

usar L
(T1 —T2) — (11 — p2)

2 2
o %
ni n2

4. Establecer una zona de aceptacion para Hy: Como Hy : p1 # po, se trata de una
prueba de dos colas, siendo la zona de aceptacion ZA = {Z/ — z(1_4 2) < Z <
+2(1—a/2)}-

5. Coémputos necesarios:

7 —

(fl — fz) — (Nl — ,LLQ) . (400,45 — 395724) -0 . 5,21 — 983
N 51,2 1,84 7
+ 33

Z

o3 57,6
ni no 31
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

ZA=A{Z] = 20915 < Z < +z0975)} = {2/ — 1,96 < Z < 1,96}

6. Decision: Como z = 2,83 > 2975 = 1,96,
el valor del estadistico de prueba se encuentra
dentro de la zona de rechazo de Hy. Por lo
tanto se concluye que los datos proporcionan
suficiente evidencia para rechazar Hy.

. %y - 0.025 @/, =0.025

7. Conclusién: Se puede afirmar con un 95% de .72

confianza que el nivel de calcio en los huesos -1.96 +1.96 2.83

. . 4 | 1
w
de los animales de los dos sexos es diferente. o et 0|Z0na de accptacién ————

75. PH para dos varianzas poblacionales

Para efectuar algunas comparaciones de medias poblacionales se debe averiguar si las
muestras proceden de poblaciones con la misma varianza. Sin embargo este conocimiento
también es importante para otro tipo de situacion. Por ejemplo, al comparar la precisién
de dos métodos, o al confrontar la variabilidad caracteristica presente en dos individuos,
dos poblaciones, dos procesos, etc. De modo que es muy valioso disponer de un método
estadistico que, con mayor formalidad que las reglas préacticas dadas, precise si dos va-
rianzas son o no homogéneas. Una forma de hacerlo es comparar mediante una prueba
de hipétesis las varianzas poblacionales. Para esto es necesario, ademés de plantear las
hipétesis, disponer de un estadistico de prueba y del modelo de distribucién de proba-
bilidad que este estadistico sigue. Afortunadamente, ambas cosas se conocen. Esta PH
tiene como condiciéon que las muestras sean independientes y las dos poblaciones estén
distribuidas normalmente.

»
Ld

El planteamiento de las hipdtesis sobre las varianzas es algo particular por el hecho de
que las varianzas no son aditivas. Por lo que escribiremos las hipétesis de la siguiente
manera;
Hy: 03 =0% 0 o03/o? =1
2 2 2/ 2

o5 #07 o o5/o; #1

H : 0§>0§ 0 U§/0§>1

o5 <oi o o3/o1 <1
Como estadistico de pruebas se usa la razén de las varianzas muestrales, Fy = s3/s3.
Si las muestras provienen de dos poblaciones con la misma varianza o de una misma

poblacién, la distribuciéon de probabilidades de la razén de varianzas sigue el modelo
probabilistico conocido como distribucién F', cuya funciéon de probabilidad es

_di)2 da2 U(d1/2 + d2/2) fei/2-1
h(f) =dy""d, L(d1/2)T(d2/2) (dyf + dg)da/2+d2/2

para f > 0y h(f) = 0 para f < 0. Los pardmetros d; y da son los grados de libertad
que describen a la variable f y son estimados a partir de los tamanos de las muestras
menos uno: dy =ny — 1.y dog = ng — 1.
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdétesis (I)

Dada la utilidad de la distribucién F para muchos métodos estadisticos, se han elaborado
tablas de la su funcién acumulada para diferentes valores de di y ds.
Por ejemplo, si se tiene que di = 12 y
dy = 13, entonces un 0.95 del area bajo la 0,10 -
curva de F se encuentra a la izquierda del

percentil fo s (ver figura de la derecha). Su- 0,08

poniendo que la razén de varianzas de dos ne % Faz13

muestras es menor al valor limite 2.6, eso -

significa que su probabilidad de ocurrencia ’

es mayor a 0,05. En éste caso se conside- 0,02

ra que las diferencias entre las dos varianzas 0,00

muestrales son aleatorias. Pero si la razén de 0 10 2.6 f

varianza es mayor a 2.6, es porque su pro-
babilidad de ocurrencia es menor a 0,05, de lo que se deduce que las diferencias entre
las dos varianzas muestrales no son simplemente fortuitas y por tanto las varianzas son
diferentes.
En términos generales se puede decir que
cuando se trata de una prueba con una cola a
la derecha el valor f(1_q.q4, /4,) define el limite
entre las zonas de aceptaciéon y rechazo de la
hipétesis nula. Cuando la prueba de hipdte-
sis es de dos colas, debido a la asimetria de
/2 la distribucin F, la zona de rechazo de Hj
. T . . es diferente para ambos lados de la distri-
r(?’z) r(".“"z) bucién. El valor f_q /2.4, /4,) seria el limite
7R | Zona aceptacion Ho | Zonarechazo Ho  de la derecha y el valor f(, /24, /4,) €l limite
de la izquierda (ver figura de la izquierda).
Aqui surge un pequeno inconveniente, porque las tablas de la funciéon acumulada sélo
presentan valores de f para la cola derecha. Esta situacion se puede solventar de dos
maneras. La forma mas facil es plantear las hipétesis de modo que la varianza muestral
mayor siempre quede en el numerador. La otra solucién es calcular el valor critico de la
cola izquierda mediante la expresién siguiente:

f 1

2difde) = 7T
(/BRI 1 osdasan)
Por ejemplo, f( g75,3/12) = 3,5 es el limite critico para la cola de la derecha, sin embargo
en las tablas no se encuentra el valor de f(g 025,3/12) que seria el limite critico de la cola
de la izquierda, pero se puede calcular usando la relacién anterior. En primer lugar se
encuentra el valor f(gg75,12/8) = 4,2, luego se obtiene el inverso de 4.2, siendo entonces
J(0,025:8/12) = 0,238 . Este mismo procedimiento se debe usar para calcular el valor critico
de la zona de rechazo cuando la prueba de hipdtesis es de una cola a la izquierda.
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7 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1)

Ejemplo: En un estudio taxondémico sobre una especie de insecto se quiere usar una
caracteristica morfolégica del cuerpo para estimar el tamano de los adultos. Se esco-
gerd como caracteristica aquella que tenga la menor variabilidad. Con éste propésito se
midieron en 10 individuos la longitud del ala anterior y la longitud total del cuerpo. Con
base a los resultados que se presentan a continuaciéon y sabiendo que las dos variables se
distribuyen normalmente, escoja la que mejor estima el tamano de los insectos.

N° de Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Alas anteriores (mm) 17,1 17 17,1 163 169 159 16,2 172 17,1 168
Tamafio del cuerpo (mm) 176 165 155 169 17,1 152 16,7 17,7 169 15,1

Ahora describamos el proceso de PH:

1. Formulacién de la hipétesis:

Hy: o3/0? =1
Hy: o3/o? #1

2. Especificacién del valor critico o nivel de significacién: o = 0,05.

3. Eleccién de un estadistico de la muestra y de su distribucién para someter a prueba
la hipétesis: puesto que se trata de la comparacién de dos varianzas, el estadistico
de prueba es

2

Fy==2

$1

4. Establecer una zona de aceptacion para Hy: Como Hi : U% /o3 # 1, se trata de
una prueba de dos colas, siendo la zona de aceptacion ZA = {F/ fa/2:n0—1/n,-1) <
F < f(l—oz/Q;ng—l/nl—l)}'

5. Computos necesarios: s% = 0,8907, s% =0,2093,do=no—1=9,di=n1—1=9

ZA={F/f00259/9 < F < fo9759/9)}
f(0,025:9/9) = 1/ f(0,975:9/9) = 1/4,03 = 0,248
ZA={F/0248 < F < 4,03}

6. Decision: Como Fy = 4,26 > foo75:9/9) =
4,03, el valor del estadistico de prueba se en-
cuentra dentro de la zona de rechazo de Hj. Feom)
Por lo tanto se concluye que los datos propor- |
cionan suficiente evidencia para rechazar Hy.

7. Conclusién: Se puede afirmar con un 95 % de
confianza que las varianzas de las dos variables
morfométricas son diferentes, siendo la longi-
tud de las alas una variable mas homogénea.

1
0248

] Zona aceptacion Ho I
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8 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (1I)

s. Inf. Est.: Prueba de Hipétesis (11)

Siguiendo con el método de PH, en esta seccién nos concentraremos en dos problemas
muy comunes en la estadistica inferencial. El primero de estos problemas es poder dis-
tinguir cuando dos distribuciones surgen de la misma funcién distribucién o provienen
de funciones de distribucién diferentes. Determinar que dos distribuciones son diferentes
o mostrar que ellas son consistentes es una tarea que surge constantemente en muchas
areas de la investigacion. Este problema ademas puede subdividirse en dos casos: cuando
los datos provienen de variables discretas o de variables continuos. A continacién, des-
cribiremos dos métodos para afrontar cada uno de estos casos: el método Chi-cuadrado
para tratar datos bineados de variable discreta, y el método de Kolmogorov-Smirnov
para analizar datos provenientes de variables aleatorias continuas como funcién de una
sola variable. Por tultimo, el segundo problema que trataremos de resolver consta en
poder cuantificar la independencia estadistica de un conjunto de datos.

8.1. Método Chi-cuadrado

El método Chi-cuadrado, usualmente denominado ”de Pearson.® ”de asociacion”, es
considerado como una prueba no paramétrica que mide la discrepancia entre una dis-
tribucién observada y otra tedrica, indicando en qué medida las diferencias existentes
entre ambas, de haberlas, se deben al azar en la PH. En particular, el método de Chi-
cuadrado compara histogramas con distribuciones de probabilidad discretas. El método
también funciona para funciones de distribucién discretizadas, donde las probabilidades
se obtienen integrando las funciones distribucion sobre los diferentes bines. El método
tiene dos variantes:

1. para comparar un histograma con una funcién de probabilidad acumulada discre-
tizada. La hipotesis nula Hy es la muestra sigue la distribucion de probabilidades
dada.

2. para comparar dos histogramas obtenidos de dos muestras diferentes. La hipétesis
nula Hy es las dos muestras siguen la misma distribucion.

Caso 1: El estadistico del método viene dado por la siguiente férmula:

9 (observada; — teorica;)?
X = E -
- teorica;
(2
Cuanto mayor sea el valor de x?, menos verosimil es que la hipétesis sea correcta. De
la misma forma, cuanto mas se aproxima a cero el valor de chi-cuadrado, més ajustadas
estan ambas distribuciones. Los grados de libertad v vienen dados por v = N — 1 donde

N es el nimero de bines.
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8 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (11)

La funcién distribucién relacionada con este es-
tadistico es la funcién homénima chi-cuadrado,

q(x% V), y viene dada por la férmula e ]

—k=2

k=3
——k=4
——k=5

1

= — 2 (V/2)71 7X2/2
222y X ‘

a(x*v)

para x2 > 0y q(x%v) = 0 para x? < 0, donde I'
es la funcién gamma (figura superior). Su funcién
de distribucién acumulada es 00U

2.y 1w/2,x%/2)
QX% v) = T

donde v es la funcién gamma incompleta (figu-
ra inferior). El valor esperado y la varianza de una
variable aleatoria y? con distribucién chi-cuadrado
son, respectivamente, v y 2v.

Estrictamente hablando, Q(x?;v) es la probabili-
dad de que la suma de los cuadrados de v varia-
bles aleatorias normales, por unidad de varianza,
sea mayor que 2. Los términos en la sumatoria
del estadistico x? no son individualmente normales. Sin embargo, si el nimero de los
bines es grande o el nimero de eventos en cada bin es grande, entonces la funcion de
probabilidad chi-cuadrado es una buena aproximacién a la distribucién del estadistico en
el caso de la hipétesis nula. Por lo tanto, las tablas de la distribuciéon acumulada de esta
funcion es la que se usa para hacer las estimas necesarias en el método chi-cuadrado. En
consecuencia, se acepta Hy cuando x? < X%l—oz,l/)' En caso contrario se rechaza. Observar
que « representa el nivel de significacion estadistica elegido. A continuacién se muestra
una tabla donde se muestran los valores de x? para 10 valores de grados de libertad. En

la tltima fila se incluye la P(x? < X%l—a,u))'

v x°

1 ]10.004 | 0.02 ] 0.06 | 0.15 | 0.46 | 1.07 1.64 | 2.71 3.84 | 6.64 | 10.83
2 | 0.10 | 0.21 | 045 |0.71 | 1.39 | 241 | 3.22 | 4.60 | 5.99 | 9.21 | 13.82
3| 035 | 058 |1.01 | 142|237 | 3.66 | 4.64 | 6.25 7.82 | 11.34 | 16.27
4 1 0.71 | 1.06 | 1.65 | 2.20 | 3.36 | 4.88 | 5.99 | 7.78 | 9.49 | 13.28 | 18.47
) 1.14 | 1.61 | 2.34 | 3.00 | 4.35 | 6.06 7.29 9.24 | 11.07 | 15.09 | 20.52
6 | 1.63 | 2.20 | 3.07 | 3.83 | 5.35 | 7.23 | 856 | 10.64 | 12.59 | 16.81 | 22.46
7| 217 | 2.83 | 3.82 | 4.67 | 6.35 | 838 | 9.80 | 12.02 | 14.07 | 18.48 | 24.32
8 | 2.73 | 349 | 4.59 | 553 | 7.34 | 9.52 | 11.03 | 13.36 | 15.51 | 20.09 | 26.12
9 | 3.32 | 4.17 | 5.38 | 6.39 | 8.34 | 10.66 | 12.24 | 14.68 | 16.92 | 21.67 | 27.88
10| 3.94 | 486 | 6.18 | 7.27 | 9.34 | 11.78 | 13.44 | 15.99 | 18.31 | 23.21 | 29.59
P | 005 |0.10 | 0.20 | 0.30 | 0.50 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 0.95 | 0.99 | 0.999
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Ejemplo: Supongamos que en una escuela las estadisticas de afios pasados muestran que,
la comisién de admisién tiende a aceptar 4 alumnos por 1 que se rechaza. Este afno una
comisién constituida por un grupo diferentes de personas, acepté 275 y rechazé 55. Se
puede decir que esta nueva comisién difiere de manera significativa con la razén de re-
chazo de la comisién anterior?

La prueba estadistica para determinar la significatividad de la diferencia en las frecuen-
cias observadas es la prueba de chi-cuadrado. Lo que se hace al aplicar la férmula de
chi-cuadrado es restar al nimero de frecuencias observadas, el nimero de frecuencias
esperadas; elevar esta diferencia al cuadrado, lo que hace que todos los valores asuman
un valor positivo, y luego se divide el cuadrado obtenido entre las frecuencias espera-
das. Esto se hace de manera independiente para cada una de las categorias. Una vez
terminado este paso, se suman los resultados obtenidos en cada categoria y ese valor
resultante de la suma es el valor y? observado, el cual deberd ser comparado con el
valor chi-cuadrado critico, X%l—a,z/) segun el nivel de significacién escogido y los grados
de libertad correspondientes.

En nuestro caso, tenemos 330 casos en total. Si la comision anterior hubiera actuado se
esperaria que aceptaran 264 alumnos y rechazaran 66. Asi pues tomamos estos nimeros
(razén 4:1) como las frecuencias esperadas en cada caso. El calculo correspondiente es

5 (275 —264)% (55 — 66)>

- — 04580 + 1,83 = 2.29
X %64 66 20+ 4, ’

El grado de libertad del problema viene de analizar que los datos estan distribuidos en
un tabla 2 x 2, por lo que v = (filas — 1)(columnas —1) =1 x 1 = 1.

Al comparar el valor x? obtenido con el valor critico de un grado de libertad y 0,05 de
significacién (ver tabla de la pégina anterior), es decir X%0,95;1) = 3,841, vemos que el
valor critico es mayor que el observado, por lo que no se puede desacreditar la hipétesis
nula y se concluye que la nueva comisién no muestra una politica diferente a la de la

comision anterior.

Caso 2: Por ultimo, en el caso de que quisieramos comparar dos histogramas, el esta-
distico viene dado por

9 (observaday ; — observadag ;)2
=2
observada; ; + observadasg ;

donde la sumatoria corre sobre todos los bines que contribuyen. Observar que el deno-
minador no es el promedio de las dos observaciones, es dos veces el promedio. La razén
de esto es que cada término de una suma chi-cuadrado se supone que se aproxima al
cuadrado de una cantidad normalmente distribuida con varianza unitaria. La varianza
de la diferencia de dos cantidades normalemnte distribuidas es la suma de sus varianzas
individuales, no el promedio.
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82. Método de Kolmogorov-Smirnov

Consideremos el caso donde las propiedades estadisticas de una muestra obtenidas a
partir de experimentos repetidos usando variables aleatorias continuas, se quiere com-
parar con una funcién distribucién de probabilidades Fx. Uno podria, en principio,
comparar un histograma y su correspondiente distribucién de probabilidades bineada
usando el métod de chi-cuadrado explicado anteriormente. Desafortunadamente, el bi-
neado es artificial y tiene gran influencia en los resultados. Consecuentemente, el método
presentado en esta seccién es mas 1til ya que no requiere de ningin bineado.

El método se denomina de Kolmogorov-Smirnov
(KS) y compara funciones distribucién Fx con
funciones de distribucién empiricas Fyg. Uno
podria elegir diferentes maneras para comparar las
distribuciones, por ejemplo, calcular el area entre
las curvas Fx y F'y. El método KS eligié una sim-
ple medicion: definir el valor maximo del modulo
de la diferencia entre dos funciones de distribucion
acumuladas. Es decir, el estadistico es

Felx), Fex)

d = max |Fx(x)— F¢(x
mar = _méx |Fx(z) - Fy(a)
Asi mismo, si se quiesieran comparar dos distribuciones acumuladas observadas, el es-
tadistico seria

d = max |Fy (x)— Fy (x

oz = __méx _|Fy (2) ~ Fg, (2)]

Lo que hace 1til al método KS es que su distribucién, en el caso de la hipdtesis nula (datos
extraidos de la misma distribucién), puede ser calculada, al menos una aproximacion,
dando la significacién de cualquier valor distinto de cero para d;.q.;. Una caracteristica
del método KS es que es invariante bajo reparametrizaciones de la variable z, es decir,
se puede comprimir o alargar el eje x, y la distancia maxima permanecera invariante.
La funcién acumulada involucrada en el calculo de la significancia puede escribirse como

o0

Qrs(r) =2 (—1)le 4"
j=1

Esta funcién es monétona con valores limites, Qg g(0) =1y Qxs(c0) = 0. La probabi-
lidad acumulada, como la conocemos, se escribe como

P(dpar <) =1 — Qgs(z)

Al igual que en los métodos anteriores, la bondad del método KS se construye usando
un valor critico. Por lo tanto, la hipdtesis nula es rechazada a nivel « si

dobse'rv > de

max max
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donde d%

> az S€ encuentre a patir de

Pldmar < d%,,) =1—a

Los valores de d2,,.. se extraen a partir de tablas como la siguiente:

max

Nivel de significacion o
0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 0.002 0.001
0.90000  0.95000 0.97500 0.99000  0.99500  0.99750 0.99900 0.99950
0.68337  0.77639  0.84189  0.90000  0.92929  0.95000 096838 0.97764
0.56481  0.63604 0.70760 078456  0.82900  0.86428  0.90000  0.92065
0.49265 0.56522  0.62394  0.68887 0.73424 077639 0.82217 0.85047
0.44698 050945  0.56328 0.62718 0.66853 0.70543  0.75000  0.78137
0.41037 046799 051926 057741 0.61661 0.65287  0.69571  0.72479
0.38148  0.43607 0.48342 0.53844 0.57581 0.60975  0.65071  0.67930
0.35831 040962  0.45427 0.50654  0.54179  0.57429 0.61368  0.64098
033910 038746  0.43001 047960  0.51332  0.54443 058210 0.60846
0.32260  0.36866 0.40925 045562  0.48893  0.51872 055500 0.58042

"> .07 122 136 152 1.63 173 185 195

N R R R R R R

(RIS T NI N VR S

—
=

donde n representa los grados de libertad del problema. Otra manera comin de en-
trar expresado el nivel de significacién de un valor observado d?5¢™ (para recharzar la
hipétesis nula de que la distribuciones son iguales) viene dado aproximadamente por la

siguiente férmula

P (s > 4255} = Ques [/ + 0,12 + 0,11/ /] ditacr” )

donde n, es el nimero efectivo de datos. Para el caso de una distribuciéon observada,
ne = n, mientras que cuando comparamos dos distribuciones observadas tendremos que
ne = (ning)/(n1 + n2). Por lo tanto, cuando este valor de P exceda el nivel de signifi-
cancia «, la hipdtesis nula sera aceptada.

Ejemplo: Una investigacién consiste en medir la altura de 100 ninos de 5 anos de edad. Se
desea saber si las observaciones provienen de una poblacién normal. El valor promedio

de la muestra es 99.2 con desviacién estandar 2.85.

Planteamiento de la hipétesis:

Hy: No hay diferencias entre los valores observa- Sane de clases

dos y los tedricos de la distribucion normal. talla en crm F Fa
Hy: Los valores observados de las frecuencias para  [[g Q[ g 93 5 g

cada clase son diferentes de las frecuencias teéri- [[g 94 g o7 1 IR
cas de una distribucién normal. De 98 5 101 A8 74
Nivel de significacion: a = 0,05 De 102 5105 19 a3
Zona de rechazo: Para todo valor de probabi- |[De 10E a 109 7 100
lidad mayor que 0.05, se acepta Hy y se rechaza Total 100

H,.

Aplicaciéon de la prueba estadistica: Primero se elaboran los cédlculos de los valores
tedricos esperados para la distribuciéon normal. Inicialmente se determina el valor Z de
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los limites de cada clase en la serie, por ejemplo: en la primera clase se determinan el
limite inferior y el superior (90 y 93), y en las subsecuentes sélo los limites superiores
(97,101, 105 y 109). Para cada valor de Z, se localiza el drea bajo la curva normal. Estos
valores se utilizan para estimar, por medio de la diferencia del limite superior e inferior,
el valor de la funcién tedrica para ese bin. Estos resultados de diferencias se multiplican
por el tamano de la muestra (100 ninos), luego se obtienen las frecuencias tedricas y
después se arreglan en frecuencias acumuladas.

Limites de | “alor Zde |  Area bajo la Diferencias | Diferencias Fa
clages | los limites | curvatipificada | entre clases | N(100)=F
ETH] -3.23 -0.45994
93 -2.18 -0.4554 0.014 1.4 1.4
a7 077 02794 0.206 206 220
1m 0.63 0.2357 0.51581 51.48 735
108 2.04 0.4793 0.2436 24.4 779
109 3.44 0.4997 0.0200 20 8.9
Tatal 99.9

Las frecuencias acumuladas tedricas y las observadas se arreglan en los rangos corres-
pondientes, como se muestra en la siguiente tabla, y posteriormente se aplica la férmula
de Kolmogorov-Smirnov.

Fangos 1 2 3 4 )
fi 1.4 22 f35 | 979 999
acumulada 100 100 100 100 100
fobs 5 ia] 4 =K 100
acumulada 100 100 100 100 100
i — fabs 0036 -0.04 [-0.005 | 0.049 ( -0.001

La diferencia maxima dy,q, = 0,049, valor que se compara con los valores criticos para
el método Kolmogorov-Smirnov y se obtiene la probabilidad de la existencia de esa
magnitud. El valor N es 100 por lo que, segtn la informacién que se puede extraer de
las tablas (ver tabla de la pagina anterior), tenemos que

1,36
0,05 _ _
A e = Ao, = \/’1% = 0,136
Decision: En virtud de lo anterior, el estadistico de Kolmogorov-Smirnov obtenido es
menor que el critico y su probabilidad mayor que 0.05, por lo tanto, se acepta Hy.
Conclusién: Las frecuencias observadas y las tedricas calculadas no difieren significati-
vamente. Por lo tanto, las observaciones tienen una distribuciéon normal.
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8.3. Independencia estadistica

Consideremos ahora muestras que consisten de pares de datos (x;, y;) con i =0,1,...,n—
1. La pregunta es, cudndo los valores y; dependeran de los valores x; (o viceversa). En
el caso de que exista la dependencia, se dird que estos valores estan estadisticamente
rellacionados, y significa que conociendo uno de los valores podemos predecir el valor
del otro con alta exactitud. Un ejemplo de dependencia estadistica sucede en las simu-
laciones del clima. La cantitad de nieve caida esta estadisticamente relacionada con la
temperatura: si esta muy caluroso o muy frio, no nevara. Esto también muestra que la
dependencia de dos variables no necesariamente es monétona. Cuando uno esta intere-
sado en una dependencia monotona o lineal, usualmente se dice que las variables estan
correlacionadas.

Es importante darse cuenta que debemos distinguir entre la significancia estadistica
de una dependencia estadistica y la potencia de la dependencia. Decir que una prue-
ba nos dice que los valores x estan estadisticamente relacionados con alta probabi-
lidad, significa, usualmente, que tenemos una muestra grande. Por otro lado, la po-
tencia de la dependencia estadistica puede ser pequena. Por ejemplo, que un dado
valor de = tenga influencia en la distribucién de probabilidades de y sélo levemen-
te. En contrapartida, si la potencia es grande, significa, por ejemplo, que conociendo
x casi se puede determinar y. Ahora, si solo tenemos unos pocos puntos en la mues-
tra, no podemos estar seguros si los datos de la muestra estan relacionados o no.
Sin embargo, existe una conec-

ciéon: mientras mas grande sea a— ‘ . a— .
la potencia, més facil serd pro- [ ®=0 n=5000], .
bar que la dependencia es signi- ol . ‘ . 1 Ll ,

ficativa. Para ilustrar lo dicho,
consideremos una muestra don- = o-
de los valores x; son generados a .
partir de una distribucién gaus- 2 e S
siana (con u = 0y o = 1),
mientras que cada valor y; se ob- A A
tiene a partir de una distribu- i !
cién gaussiana con valor de ex-
pectacién kz; (y o? = 1). En- L )
tonces, si k = 0, los datos son in- )
dependientes. En la figura de la . o Lo
derecha pueden verse distintas
distribuciones de pares (z;,v;) 2
creados de esa manera. Se han ;
creado 4 posiblidades, k = 0/1 4 ! '
combinado con n = 50/5000. A i
continuacién analizaremos que

pueden decirnos sobre estas muestras los métodos que describiremos en esta seccién.
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Primero presentaremos una variante del método chi-cuadrado, la cual nos permitira pro-
bar cuando un conjunto de datos es independiente. Luego, se dardn a conocer los que
se denominan coeficientes de correlacion lineal, los cuales establecen la potencia de una
correlacién lineal. Finalmente, discutiremos como se puede cuantificar la dependencia
dentro de una muestra, por ejemplo entre puntos muestrales x;, x; + 7.

8.3.1. El método x? ... el regreso

Para probar la dependencia estadistica de una muestra {(zo, yo), (z1,%1), -+, (Tn—1,Yn—-1) },
se considera usualmente la hipétesis Hy: la muestra de puntos = y la muestra de puntos
y son independientes. Para probar Hy se ponen los pares de puntos muestrales en his-
togramas bidimensionales {hy;}. Los recuentos {hg;} aumentan en una unidad, si para
el dato (z;,y;) tenemos x; € B,(f) vy € Bl(y), para bines apropiadamente determinados
{B,(f)} y {Bl(y)}. Sean k; y ky el nimero de bines en la direccién z e y respectivamente.

Luego, se pueden calcular los histogramas unidimensionales {ﬁ,(f)} y {ﬁl(y)} definidos por
ﬁl(f) = Z b ill(y) = Z g
l k

Estos histogramas unidimensionales describen como se distribuyen los recuentos para
una variable, sin tener en cuenta el valor de la otra variable.

Las frecuencias relativas, que son estimas de probabilidades, son obtenidas normalizando
con n, es decir, ilgf) /ny ill(z) /n. Si dos variables son independientes, entonces la frecuencia

relativa para obtener un par de valores (x,y), en los bines {B,(f)} y {Bl(y)}, debe ser
el producto de las frecuencias relativas simples de cada variable. Consecuentemente,
multiplicando por n, se obtiene el correspondiente niimero esperado de recuentos ng;,
bajo la suposicién de que Hy se mantiene:

nkl:nk =
n n

Estos recuentos esperados se pueden comparar con los valores medidos para los recuentos
en el histograma bidimensional {hj;} por medio del estadistico x? de la siguiente manera

n
&l kl

La interpretacién estadistica de x?, nuevamente, viene dada por la distribucién chi-
cuadrado. El nimero de grados de libertad esta determinado por el ntimero de bines
(kzky) en el histograma bidimensional menos el nimero de restricciones y estimaciones.
A la restriccion que establece que )., hy; = n se le debe sumar las estimaciones que
vienen dadas por las cantidades ItL](f) y ﬁ;x), es decir, por cada estimacién, (k; — 1) en
total por las filas, ya que la k;—ésima queda determinada por las primeras (k; — 1),
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analogamente, por cada estimacién, (k, — 1) en total por las columnas. Por lo tanto, se
obtiene el nimero de grados de libertad del estadistico haciendo:

V= lgky —1— (kg — 1) — (ky — 1) = (ky — 1)(k, — 1)

Entonces, bajo la suposicion de que los puntos muestrales x e y son independientes,
p=1—Q(x? v) da la probabilidad de tener un estadistico x> o mayor. Comparando el
valor de p con el nivel de significacién, si p < «, la hipdtesis nula serd rechazada.

Volviendo a los ejemplos de mostrados en la tltima figura, los valores p obtenidos para
cada muestra son:

p(k =0,n =50 )=0,077
p(k = 0,7 = 5000) = 0,457
p(k=1,n=50 ) =0,140

p(k = 1,n = 5000) < 107100

Por lo tanto, la hipétesis nula de independencia no seria rechazada (con o = 0,05) par
el caso k = 1, n = 50, el cudl esta correlacionado. Por otro lado, si las muestras son lo
suficientemente grandes, no hay ninguna duda.

Veamos un ejemplo que describa el procedimiento completo.

Ejemplo: Se clasificaron los defectos de los muebles producidos en una planta de fa-
bricacién, primero, de acuerdo al tipo de defecto y segundo, de acuerdo al turno de
produccion. Lo que deseamos investigar es una posible dependencia entre las dos clasi-
ficaciones. Varian las proporciones de los diversos tipos de defectos de un turno a otro?.
Por ejemplo, se observa un total de n = 309 muebles con defectos y se clasifican en
cuatro tipos de defectos : A, B, C, D. Al mismo tiempo, cada mueble se identifica de
acuerdo al turno de produccién en el que es fabricado.

Turnos Defecto A Defecto B Defecto C Defecto D Total
1 15(22.51)  21(20.99)  45(38.94)  13(11.56) 94
2 26(22.99)  31(21.44)  34(39.77)  5(11.81) 96
3 33(28.50) 17(26.57)  49(49.29) 20(14.63) 119
Total 74 69 128 38 309

Denotamos por p4 la probabilidad de que el defecto sea del tipo A, andlogamente para
PB , PC , PD ; estas probabilidades las llamaremos probabilidades de las columnas de la
tabla y se satisface:

pa+pB+pc+pp=1

Andlogamente p;,i = 1,2,3 es la probabilidad de que ocurra un defecto en el turno i
(probabilidad de la fila i) donde:

p1+p2t+p3=1
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. Si las clasificaciones son independientes, entonces la probabilidad correspondiente a una
celda debe ser el producto de las probabilidades de la fila y de la columna correspondiente
a dicha celda. Por ejemplo, la probabilidad de que un defecto particular ocurra en el
turno 1 y sea del tipo A debe ser pipa . La hipdtesis nula se refiere a la independencia
de las dos clasificaciones. No se especifican los valores numéricos de las probabilidades
de las celdas. Por lo tanto, debemos estimar las probabilidades de las filas y de las
columnas para poder estimar las frecuencias de celdas esperadas. Los estimadores de las
probabilidades correspondientes a las columnas, son:

74 69 128 38

@7193: pC:77pD:@

PA= 300 309

Similarmente, las probabilidades para las filas son:

94 96 119

plzﬁ ) p2:@ ) p3:%

Aplicando el estimador para el recuento esperado en caso de independencia, ny =
nprp; = 309pgp; v los recuentos observados que figuran en la tabla, hy;, podemos calcular

el estadistico x2.
& (hat — )

=) - =19,18

k=11=A Tl
Como el grado de libertad para nuestro problema es v = 6 y a = 0,05 tenemos que
X%,05,6 = 12,60. En consecuencia nuestro estadistico cae mas alla del valor critico, por lo
tanto se rechaza la hipétesis nula, es decir, se concluye que no hay independencia entre
el turno y el tipo de defecto.
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8.3.2. Coeficiente de correlacion lineal de Pearson

Una vez que se ha demostrado que una muestra contiene datos dependientes, uno
puede tratar de medir la potencia de esa dependecia. Una manera estdndar es usar el
coeficiente de correlacion lineal de Pearson, dados por

o S@ D7)
VI — 2P/ — )2

Este coeficiente asume, como lo indica su nombre, que existe una correlacién lineal entre
los datos. Para nuestro ejemplo de la figura, los coeficientes de correlaciéon obtenidos son:

r(k =0,n =50 )= 0,009

r(r = 0,7 = 5000) = 0,009
r(k=1,n=50 )=0,653
r(k = 1,n = 5000) = 0,701

Aqui, también en los dos casos donde la estadistica es baja, el valor de r refleja cuando
los datos estan correlacionados o no. Sin embargo, esto se da asi porque estamos com-
parando datos correlacionados fuertemente con datos que no estan correlacionados. Es
decir estamos comparando extremos. Si comparasemos datos correlacionados débilmen-
te, todavia tendriamos valores pequenos para r. Por lo tanto, para probar significancia,
es mejor usar la prueba de hipétesis basado en el metédo x2.

119



8 Inf. Est.: Prueba de Hipdtesis (11)

8.3.3. Funcidn de correlacion

Finalmente, se puede notar que un tipo diferente de correlacién puede surgir: hasta
ahora hemos asumido siempre que los puntos muestrales x;, x; son estadisticamente
independientes unos de otros. Sin embargo, podria ser el caso, por ejemplo, de que
la muestra sea generada usando una simulacién de una cadena de Markov de Monte
Carlo, donde cada punto x;41 es calculado usando un proceso aleatorio, pero también
depende del valor del punto anterior x;, entonces el indice 7 es un tipo de tiempo artifical
muestral de la simulaciéon. Esta dependencia disminuye cuando aumenta la distancia
temporal entre puntos de la muestra. Una manera de ver que tan rdpido esta dependencia
disminuye es usar una variacién del coeficiente de correlacién, es decir, la funcién de

correlacién
1 n—1-7
C(T) = E LiLi4r
n—rT <

=0
1 n—1-—r 1 n—1-—r1

— Z ;| X E Titr

n—r1 < n—rT <
=0 1=0

El segundo término convergeré a Z2 para n — oo si se asume que la distribucién de puntos
muestrales es estacionaria, es decir, que no depende del tiempo muestral. Entonces, la
funcién de correlacion puede aproximarse por

n—1—r

: ! (21 — T) (@i — T)
=0

C(r) =

n—T 4

(2

que resulta ser similar al numerador del coeficiente de Pearson visto anteriormente.
Usualmente esta funcién se normaliza al valor que tiene en el origen (C(7) = C(7)/C(0)).
Entonces la funcién C(7) decrese a medida que

aumenta la diferencia 7 (ver figura de la derecha). N e —
Frecuentemente, la forma funcional es similar a . |
una exponencial del tipo ~ exp(—7/7.). En teorfa,

0.8 :
C(7) converge a cero cuando 7 — 0o, pero debido
al tamaifo finito de la muestra, aparecen fuertes | |
. . . e
fluctuaciones cuando 7 se aproxima a n. Un tiem- 506 .

po tipico 7. que mide cuan rapido la dependencia L 1
de los puntos muestrales disminuye, viene dado 04k i
por C(7) = 1/e. Al doble de la distancia, la corre-

lacién ya ha disminuido lo suficiente (1/e?). Por

lo tanto, si se quiere obtener barras de error para 0203500 1000 1500 2000
muestras obtenidas a partir de datos dependientes, T

se pueden incluir sélo puntos xg, T2r., Tar,, Tere, ---

en la muestra, o solo usar n/(27.) en vez de n en cualquier cdlculo de barras de error.
Aunque estas barras de error son diferentes de las que se obtendrian a partir de una
muestra realmente independiente, da una razonablemente buena impresién del error es-
tadistico.

120



9 Estimadores Generales

o. Estimadores Generales

Hasta aqui, se han presentado diferentes métodos para estimar pardmetros los cua-
les pueden ser obtenidos directa y simplemente a partir de una dada muestra. En
esta seccidn, se considera un método general que permite obtener estimadores para
parametros arbitrarios de las distribuciones de probabilidad. El método se basa en el
principio de mdzima probabilidad (maximun-likelihood). Este principio puede exten-
derse para modelar los datos muestrales donde usualmente se tienen tripletes del tipo
{(z0,90,00), (x1,¥1,01), -y (Tn—1,Yn—1,0n—1)}. En general, modelar los datos signifi-
ca que se quiere determinar una relacién del tipo y = y(z). A este proceso se lo suele
conocer como ajuste de datos.

9.1. Maxima Probabilidad

Consideremos la siguiente tarea: para una dada muestra {zo, =i, ..., Tp—1} y dis-
tribuciones de probabilidad representadas por py(z) y fp(z), queremos determinar los
pardmetros 0§ = (01, ..., 0, ) tales que las distribuciones de probabilidad representen ”me-
jor”los datos. Pero no hay una tnica manera de definir lo que significa "mejor”, o algin
procedimiento matemético para derivar un criterio apropiado. Ahora, si no se asume
ningdn conocimiento acerca de los parametros, se puede usar el siguiente principio.:

El principio de mdxzima probabilidad establece que los pardmetros 8 deben ser elegidos
de manera que la probabilidad del conjunto de datos, especificados los parametros, sea
mdzrima

En el caso de una variable aleatoria discreta, si se asume que los diferentes datos puntua-
les son independientes, entonces la probabilidad de los datos viene dada por el producto
de las probabilidades individuales de los datos puntuales. Esto define la funcién de maxi-
ma probabildad como

L(0) = po(71)pe(x2)---po(Tn-1) Hpe ()

Para el caso continuo, la probabilidad de obtener, durante un experimento aleatorio, un
dado valor es cero. Sin embargo, para un parametro pequeﬁo de incerteza e, la probabi-
lidad en el intervalo [T —€,Z + €] es P(T —e < X < T +¢) f;—f fo(z)dx ~ fp()2e
Ya que 2¢ introduce solo un factor, no es relevante para determinar el maximo. Por lo
tanto, para el caso continuo, la funcién de maxima probabilidad es

L(8) = fola1) fo(2)-. fown-1) H folx:)
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Para encontrar el maximo de la funcién de probabilidad L(#) analiticamente, se deben
calcular las derivadas primeras con respecto a todos los parametros, respectivamente, e
igualarlos a cero. Como la derivada de un producto involucra aplicar la regla del producto
para la derivada, es més conveniente considerar el logaritmo de la funcién probabilidad

1(8) = log L(0)

Esto genera que la productoria se transforme en una sumatoria, para la cual, las derivadas
resultan mucho maés simples de obtener. Ademaés, como la funcién logaritmo es mondtona,
el maximo de la funcién probabilidad es igual al maximo del logaritmo de la funcién
probabilidad. Por lo tanto, los parametros ”mas.2propiados son determinados por el
conjunto de ecuaciones
)
005,

Observar que el hecho de que las derivas primeras se hagan cero solo asegura que el
punto obtenido es un extremo. Es mas, estas ecuaciones generalmente tienen varias solu-
ciones. Por lo tanto, se deben corroborar explicitamente cuales soluciones son en verdad
maximos, y quedarse con la mayor. Notar ademas, que los estimadores de maxima pro-
babilidad, ya que son funcién de la muestra, también son variables aleatorias.

=0 (k=1,..,np)

Como ejemplo simple, consideremos una distribuciéon exponencial con parametro p. El

logaritmo de la funcién probabilidad para una muestra {xg, x1, ..., Tn—1} €s
nl n_l 1 T; i 1 T; 1\ nz
I(p) =log | | fu(z:) =) log [ exp <—Z>] = [log <> — Z] =nlog ()—
E) S ; T u ; p) p)

Si tomamos la derivada primera con respecto a i se obtiene

_ol(p) _ —np —nxT _ —n _

= = —(u-71)
op I pro p?

0

Lo cual implica que u = T. Es fécil verificar que este valor corresponde a un maximo.
Como el valor de expectacién de una distribucién exponencial es p, esto es compatible
con lo visto anteriormente donde se demostré que la media muestral es un estimador
insesgado del valor de expectacion.

Si se aplicase el principio de méaxima probabilidad a una distribucién gaussiana con
pardmetros p y o2, se obtiene como estimadores de méaxima probabilidad la media
muestral T y la varianza muestral s2, respectivamente. Esto significa que el estimador
de maxima probabilidad para o2 esta sesgado, ya que, recordemos, s? = (n — 1/n)o?.
Afortunadamente, sabemos que el sesgo desaparece asintéticamente cuando n — oo. En
general, puede demostrarse que, bajo ciertas condiciones de suavidad en las distribucio-
nes subyacentes, todos los estimadores de maxima probabilidad para un parametro
son asintéticamente no sesgados.
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En contraste con los casos de las funciones distribucién exponencial y gaussiana, para
muchas aplicaciones, los parametros de maxima probabilidad no pueden ser relacionados
con estimadores estdndar de la muestra. Es mas, usualmente no pueden ser determinados
analiticamente. En ese caso, la solucién es optimizar numéricamente el logaritmo de la
funcién probabilidad para poder estimar sus correspondientes maximos.

9.2. Ajuste de datos

En la seccion anterior los pardmetros de la distribucién de probabilidades son elegidos
de manera que la distribucién describa lo mejor posible los datos. Ahora consideremos
un caso mas general llamado modelado de los datos. Como ya mencionamos al principio,
tenemos una muestra del tipo {(zo,v0,00), (Z1,¥1,01)s -y (Tn—1,Yn—-1,0n-1)}. Tipi-
camente, los valores y; son mediciones obtenidas a partir de una simulacién con algin
pardametro de control (por e€j., la temperatura) fijado para diferentes valores de z;.; o;
es la correspondiente barra de error de y;. Lo que se quiere es determinar los parame-
tros 0 = (61,...,0,,) tal que la funciéon parametrizada dada yg(x) ajuste los datos lo
"mejor” posible. Nuevamente, queda por definir que significa lo ”mejor” posible.

9.2.1. Cuadrados minimos como estimador de maxima probabilidad

Para lograr esto, recurriremos nuevamente al principio de maxima probabilidad y tra-
teremos de estimar la correspondiente funcién de probabilidad. Supongamos que cada
dato puntual y; tiene una mediciéon de error que es idenpedientemente aleatoria y dis-
tribuida de acuerdo a una distribucién normal alrededor del valor del modelo yp(z).
Supongamos ademds, que la desviacién estandar o de estas distribuciones normales es
la misma para todos los puntos. Entonces la funcién de probabilidad para el conjunto

de datos serd ) ,
= 1 (yi — yo(x;)
L = —_—— —_—mm A
) '||exp[2( ! y

n—1 2
Z(Q) _ [Z (yz - yQ(xZD

1=0
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donde n, o y Ay son todas constantes. Observar que, maximizar el logaritmo de la fun-
cién de probabilidad es equivalente a minimizar el logaritmo negativo de dicha funcién,
entonces lo que hay que minimizar son las diferencias cuadradas medias

n—1

> (- yo(x;))?

1=0

Esto es lo que se denomina el método de ajuste por cuadrados minimos. Lo que vimos
entonces es que este método es una estimacion de maxima probabilidad de los pardmetros
ajustados ”si”’los errores medidos son independientes y distribuidos normalmente con
desviacion estandar constante.

Por cientos de anos, el hecho de que la distribucion de probabilidades de una gran suma
de pequenias desviaciones aleatorias casi siempre converge a una distribucién normal,
ha fascinado a los estadistas. Sin embargo, este caracteristica tiende a hacer olvidar el
hecho de que, para datos reales, la distribucién normal es pobremente reproducida, o no
reproducida en lo absoluto. En algunos casos, las desviaciones de la normalidad son faciles
de entender y cuantificar. Por ejemplo, si en dado un problema uno puede reconocer
que los errores estan distribuidos segin Poisson, uno puede saber que si el nimero de
recuentos es grande, la distribucién Poisson converge hacia una gaussiana. Sin embargo,
la convergencia no es uniforme y ocasiona predicciones equivocadas, provocando que el
ajuste por cuadrados minimos esté mas distorsionado de lo que deberia. Por otro lado,
hay problemas en los que las desviaciones de los errores respecto de una distribucién
normal, no son faciles de entender en detalle. Este es el caso de la existencia de valores
atipicos (outliers), los cuales perjudican el ajuste de cuadrados minimos. Para tratar
estos problemas, es decir, tratar con casos en los que la distribucién normal o gaussiana
es una mala aproximacién o en caso de que existan los valores de medicion atipicos,
existen las que se denominan estadisticas robustas. En el resto de esta seccion, seguiremos
asumiendo que los errores se encuentran distribuidos de acuerdo a una distribucion
normal, sin embargo es importante estar conciente de las limitaciones de estos modelos.
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9.2.2. Ajuste por chi-cuadrado

Ahora generalizaremos un poco nuestra resultado de la seccién anterior asumientdo
que las desviaciones estandar o; de cada y; son todas diferentes. Si ese es el caso, entonces
en la ecuacién del logaritmo de la funcién probabilidad descripta en la seccién anterior,
las constantes solo son n y Ay. Por lo tanto, la ecuacién a minimizar serd

2 — Yi — ya(i) 2

e ()
Este método es conocido como ajuste por chi-cuadrado o ajuste por cuadrados minimos
pesados. Segin la ecuacién de x2, los pardmetros @ son determinados tal que la funcién
yp(z) siga los datos puntuales {(zo,%0), ..., (n—1,Yn—1)} lo mas exactamente posible,
donde las desviaciones son medidas en término de las barra de error o;. Por lo tanto, los
puntos con barras de error pequenas entran con mas peso. Una vez que se han ajustado
los 0 = (01, ...,0r,) para minimizar el valor de x?2, los términos en la sumatoria no son
todos independientes. Para modelos que son lineales en §’s, sin embargo, la distribu-
cién de probabilidades para diferentes valores de x? en su minimo pueden ser derivados
analiticamente, siendo una distribucién chi-cuadrado con n — n, grados de libertad. En
la seccién 8 aprendimos como calcular la funcién de probabilidad acumulada Q(x?,v) en
funcién de la funcién gamma incompleta, donde v son los grados de libertad del proble-
ma, en este caso, ¥ = n —n,. Recordar que tanto () como su complemento P = 1—(Q), se
encuentran tabuladas. Es bastante comin (y usualmente no esta tan errado) asumir que
la distribucién chi-cuadrado es véalida atin cuando los modelos no sean estrictictamente
lineales en los &’s.
La probabilidad calculada d& una medida cuantitativa de la bondad del ajuste del mo-
delo. Si @ es un valor muy pequeno para algtin conjunto particular de datos, entonces
las aparentes discrepancias son poco probables que se deban a fluctuaciones aleatorias.
Entonces, las posibilidades son: el modelo esta mal, o la medicién de los errores o; estan
mal, y en realidad son mas grandes de los establecido. Otra posibilidad es que la distri-
bucién de los errores no sea normal. Esto se debe a que en el calculo de la probabilidad
@, se asume que los errores estan distribuidos normalmente, con lo cudl, si esto no pasa,
la presencia de valores atipicos ocasiona valores bajos de (). Esta 1ltima posibilidad es
bastante comtun y también bastante benigna. Es por esta razén que hay algunos expe-
rimentos que son a menudo bastante tolerante con las bajas probabilidades. No es raro
que resultan aceptables, en términos de igualdad cualquier modelo con @ > 0,001. Los
modelos verdaderamente malos serdn rechazados cuando Q ~ 10718,
En el otro extremo, a veces pasa que la probabilidad ) es muy grande, cercana a 1,
literalmente muy bueno para ser cierto. Los errores no normales no son causales para
esto. Casi siempre, que el ajuste de chi-cuadrado sea tan bueno se debe a que el in-
vestigador, en un ataque de conservadurismo, haya sobreestimado sus mediciones de los
errores. Muy raramente, un chi-cuadrado muy bueno es senal de fraude, es decir, que los
datos fueron manipulados para que ajustasen el modelo.
Una regla a dedo, es asumir que un valor tipico para x? que refleje un ajuste moderado
se obtiene cuando x? &~ v. Mucho més preciso es establecer que el estadistico x? tenga
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media v y una desviacién estandar v/2v, y asintéticamente para grandes valores de v, la
distribucién sea normal.

En algunos casos, las incertezas asociadas con el conjunto de mediciones no se conocen
de antemano, y consideraciones relacionadas con el ajuste y? son usadas para derivar un
valor de o. Si se asume que todas las mediciones tiene la misma desviacién estandar y el
modelo ajusta bien, entonces se puede proceder a asignar un valor arbitrario constante
para o a todos los puntos, luego se ajustan los pardmetros del modelo minimizando x?,

y finalmente se recalcula

X (g — yl))?

n—np

g =

[e=]

i=
Obviamente, esto nos impide tener una determinacién independiente de la bondad del
ajuste. Sin embargo, cuando los errores no se conocen, este procedimiento permite asignar
algiin tipo de barra de error a los puntos.

Por tiltimo, si derivamos la ecuacién para x? con respecto a los pardmetros 8., obtenemos
las siguientes ecuaciones que minimizan x?

o5 (o) (),

1=0
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9.2.3. Ajustando datos con una recta usando chi-cuadrado

Para ejemplificar lo establecido en la seccién anterior, veamos un ejemplo de su apli-
cacién. Consideremos que se quiere ajusar a un conjunto de n puntos (x;,y;), un recta o
modelo lineal del tipo

y(z;a,b) = ax +b
A este problema se le suele llamar regresion lineal. Se asume que se conocen las incertezas
o; asociadas con cada medicion de y;. Para medir que tan bien el modelo esta de acuerdo
con los datos, se usa el estadistico x2, que en este caso es

A ¥ —b—ax 2
2 i 7
b = -
X(a,) § < ] )

=0

Para minimizar esta expresion, se debera resolver el siguiente sistema de ecuaciones

2 n—1 2 n—1

0_%__22%—5—&3% 0_3X __QZfUi(yi—b—CwEi)

- ob o? ’ ~ Oa o?

i=0 i i=0 i
Esta ecuaciones pueden reescribirse usando las siguientes definiciones

n—1 1 n—1 T n—1 yi n—1 1‘2 n—1 2iy;

_ _ 7 _ 7 _ ; _ 1Y1
S = "9 S:Jc - 9 Sy - 9 S:Jc:v - —5 ) Szy =
o2 o2 o2 o2 o?
i=0 ¢ i=0 1 i=0 ¢ i=0 i i=0 ¢

con lo cual, el sistema de ecuaciones se reduce a
bS+aS, =S, , bSy+aSys = Szy

Por lo que, las soluciones de este sistema de ecuaciones son

_ SzaSy — SuSzy S8y — 5.5y

- A YT A

donde A = 55, — (Sx)z. Pero atin no hemos terminado. Debemos estimar las incertezas
en las estimas de los pardametros a y b, ya que los errores de medicién en los datos deben
introducir alguna incerteza en la determinacién de dichos pardmetros. Si los datos son
independientes, entonces cada uno contribuye con su propia incerteza a la incerteza de
los parametros. Si consideramos la formula de propagacién de errores para una funcién

f cualquiera tenemos que
n—1 8f
2 2
0% = o; | ==
=27 (50)

b

=0
Para el caso de una recta, usando las soluciones obtenidas podemos escribir las derivadas
parciales que van en la férmula de propagacién como

Ob Sy — Spw; da  Sx;— S
8yi N U?A ’ 8y1 N g ZzA
Por lo que, realizando la suma en la férmula de propagacién, se obtienen las incertezas
para los parametros
Szx 5 S
a

2 _
v
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Puede verse que hace falta calcular un niimero adicional que caracterize apropiadamente
la probable incerteza de la estimacién de los parametros. Ese ntimero se denomina la
covarianza de a y b y viene dada por

-S,
A

Cov(a,b) =

El coeficiente de correlacién entre la incerteza en a y la incerteza en b, el cudl es un
numero entre -1 y 1, proviene de la ecuacién anterior, y es

-5,
Tab =
VSSzia
Un valor positivo de 74, indica que los errores de a y b es probable que tengan el mismo

signo, mientras que un valor negativo indica que los errores estan anticorrelacionados,
es decir, es probable que tengan distinto signo.

r? = 1.000 r=0.991 r=0.904

2=0821 | 2=0493 | - A2=00526

Pero todavia no hemos terminado. Debemos estimar la bondad del ajuste del modelo a
los datos. Si no hacemos esto, no tenemos ninguna indicacién de que los parametros a y
b obtenidos tengan algun significado. La probabilidad ) de que un valor de chi-cuadrado
tan pobre como x?, ocurra por azar es

2

‘X

(%2 %)
Q="rr

~— |

Si @ es mas grande que 0.1, entonces la bondad del ajuste es creible. Si es mas grande
que 0.001, el ajuste puede ser aceptable si los errores no son normales o han sido modera-
damente subestimados. Si () es menor a 0.001, entonces el modelo y/o el procedimiento
de estimacién son puestos en duda.
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Por tdltimo, es util notar que, computacionalmente hablando, las férmulas anteriormente
dadas son suceptibles de errores de redondeo. Para salvar este problema, usualmente se
reescriben dichas ecuaciones usando que

1 S, .
ti:%<xi_;> 1=0,...,n—1

n—1
Su=Y_t
i=0

Sustituyendo, puede verse que

o Si im0 7 7 S
1 1 S2 —-S Cov(a,b)
2 _ - 2 _ — 1 T b) = z — )
%a Stt 9 S ( + SStt> ’ CO’U((Z, ) SStt » Tab 0q0p
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